CHARITRE__V 

RELATIONS CONTRAINTES-DEFORMATIONS 
TENSEUR_ELASTICITE 

V.1- Loi_de_Hooke 

Un solide soumis a une contrainte se deforme, mais si la contrain- 
inf4rieuril|§ une valeur limite appelSe "limite d'eiasticite" la deformation est 
reversible c'est-a-dire que le solide reprend sa forme initiale si on cesse 
d'exercer la contrainte. 

De plus, si la contrainte est assez faible, la deformation est proportionnelle 
a la contrainte appliquSe : c'est ia loi de Hooke qui s'Scrit dans le cas d'une 
barre isotrope soumise a une tension pure. 

e * so 

1 

a « ce c ■ — 
s 

o : contrainte 

e : allongement unitaire = — j— 

C - module d'eiasticite ou rigidite Cmodule d'Young )\_co nstantes 
s = complaisance lou compliance) ou elastici ty I d'eiasticite 

On peut evidemment gSneraliser ces notions. Nous savons qu'une contrainte et". 
une deformation homogene peuvent etre representees par un tenseur de rang 2. 
Si on applique au cristal cKj, la deformation homogene est reliee aux 
composantes de la contrainte par une relation lineaire: 

£ 11 = Wl1 + S 1112 a l2 * S 1113 a l3 + S 1121°21 + S 1122°22 + S 1123°23 + 

S 113i a 31 + S 1132°32 + S 1133 a 33 
et 8 autres equations samblables, les s etant des contanfees. 
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Ainsi la loi de Hooke generalised s'ecrit : 













CD avec 81 coefficient s. ., , 

ijkl 


et sous la forme 


(2) 


correlative 


de CD 










ijkl e kl 




(2) 



Les coefficients c. ... sont des fonctions lineaires des s 



Remargue_imgortante 

Dans le cas general, on remarque, que si l'on applique une contrainte 
de traction uniaxiale fl"^ , toutes les composantes de deformation sont differentes 
de 0 d'apres CD. Cela veut dire que la deformation n'est pas uniquement un allon- 
gement dans le sens de la contrainte, mais egalement une contraction perpendiculaire 
accompagnee de cisaillement . 



V.2.- §ignification_geom§trique 

On soumet la solide a des contraintes simples. 
Par example, on applique une contrainte de cisaillement a. 2 f ce Qui entrains aussi 
comme nous l'avons vu au chapitre II, sauf en presence d'un champide moment) : 
il vient : 

£ 11 = S 1112 a l2 + S 1121°21 = tS 1112 + S 1121 ,0 12 
II est impossible de faire une experience permettant de separer s ^j|^j de s ijiK" 



On admettra done que 



S ijkl " S ijlk 



C3] 



Si 



d' autre part, on applique une tension uniaxiale parallele a 0x 3 ; a^, il vient : 



£ 11 * S 1133 ff 33 E 22 = S 2233 a 33 et °- 



et en particulier = ^ Z3 f 33 et - 
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Comme z = Cc.f. chapitre III), on a s ^ 233 " S 2133 



done 



S ijkl " S jikl 



(4) 



Les relations (3) et [43 onhpour consequence de faire passer le nombre des 
composantes s independantes de 81 a 36, ce qui est assez Evident car il 

lj Kl r 

s'agit de relier les 6 composantes independantes du tenseur des contraintes 
aux 6 composantes du tenseur des deformations ; Le meme raisonnement que 
precedemment montre que : 



°ijkl = C ijlk 



c ijkl " C jikl 



(5J 
C6] 



d'oij 36 composantes c 



ijkl 



V.3.- Lg§_elasticitSs f orment _yn_tenseur_de_rang_4 

Les 81 s.,.. forment un tenseur de rang 4 si par changement d'axes 

1 J Kl 

leurs transformees sont a' , telles que (c.f. crjapitre 13. 

ijkl 

a ' ..." a. a. a, a s 
ijkl im jn ko ep mnop 

Dans le premier systeme est relie a j^ cr i j^J P ar J^i j K3^ 

Dans le second " f E ' . ."1 est relie afcr'..l par ^'...,1 

L 1J J L 1J J L 1JK1 J 

On a E '.. = a iK a jl £ kl 



E ■ S C 

kl klmn mn 



0 ■ a a a' 
mn om pn op 



En combinant les equations precedentes selon la suite 
e' •+ e ■+ a •* a' 



il vient : e'.. « a., a., s, . a a ^ 
ij lk jl klmn om pn ¥ 



op 
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mais £' . . = s ' . . 0"' 

i.1 iJ°P op 



o" ou s ' . . = a. , a a a s, , 

ljop lk jl om pn klmn 



ou par changements des indices muets : 

17) 



s a. a . a, a a s 
ljkl lm jn ko §p mnop 



Done 8..., est un tenseur de rang 4. L'equation (7) resume ^equations 

1J 4 8 

dont chaoune comporte au second membre 3 7 termes, soit en tout 3^ termes = 6561. 

On montre de la meme fagon que les rigidites forment un tensQur. de- rang 4. 

Cette propriete est generale : si 2 termes de rang 2 sont relies par une equation 

du type 

A. . = C. .. , B, , , C. ., , est un tenseur de rang 4 
ij ljkl kl ljkl 

V.4.- Notation_matricielle 

En ce qui concerne les deux premiers et les deux derniers indices, les 

s. ., , et les C. .. , sont symfitriques. Ceci permet 1 ' utilisation d'une notation 
ljkl ljkl ^ 

plus concise qu'on appelle notation matricielle. Nous avons Scrit jusqu'ici 
toutes les equations sous forme developpee, en notation tensorielle, parceque 
e'est la seule facon de mettre en Evidence leur caractere exact ";':et particuliere- 
ment leurs proprietes de transformation. Mais pour resoudre des problemes par- 
ticuliers, il est avantageux de reduire le nombre des indices. 
Le tableau de correspondence entre ces indices est le suivant t 

Notation tensorielle 11 22 33 23-32 31-13 12-21 

(8) 

Notation matricielle 12 3 4 5 6 



Ainsi les composantes de contrainte et de deformation sont ecrites avec un indice 
unique allant de 1 a 6 : on a la substitution 



a 6 a 2 °4 



'11 12 31 



E, 1 1 

1 2 E 6 2 £ 5 



2*6 e 2 



j £ 4 



1 1 

2 e 5 ^4 3 



(9 J 
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On verra pourquoi on introduit les coefficisnts ^ pour le tenseur fe-y^J 

En outre, on introduit les facteurs 2 et 4 comme suit : [notation de Voigt) 

s. ., , ■ s quand m et n ont pour valeur 1, 2, 3 
ljkl mn 

2s - = s m „ quand m ou n a pour valeur 4, 5 ou 6 

4s. .. , * s quand m et n ont pour valeur 4, 5 ou 6 

ij Kl mn 

Reprenons 1 'expression CD et developpons la en £ et 

E 11 = S 1111 a i1 + S 1112 °12 + S 1113 °13 E 23 = S 2311 °11 + S 2312 °12 + S 2313 °13 
+ S 1121 °21 + S 1122 a 22 + S 1123 ^23 + S 2321 CT 21 + S 2322 0 22 + S 2323 °23 



+ S 1131 °31 + S 1132 CT 32 + S 1133 ff 33 + S 2331 °31 + S 2332 0 32 + S 2333 °33 

En notation matricielle, ces deux equations s'ecrivent : 

6 1 " S 11 S 1 + 1 S 16 a B + T^15 a 5 1 e <4 s,,« ♦ i s^c, ♦ 1 s^ Cc 



2 4 2 41 1 4 46 6 4 45 5 



1 1 



+ 2 S 16 a 6 + S 12°2 + 2 S 14 a 4 + ? S 4B a 6 + 2 S 4 2 S 2 + 4 S 44 a 4 

11 111 

+ — s a + — sa+sa + — scr+ — sa+ — so 
2 15 5 2 14 4 13 3 4 45 5 4 44 4 2 43 3 



ou e = s„ .a ; et e - s . . a . 
1 1j J 4 4j j 

l'equation (1) prend done la forme abregee 

(i,j » 1 b) C101 



e . = s . . 0 . 



On voit que 1 ' introduction des facteurs 2 et 4 dans les expressions de s^ et 
1 

— dans celles de e.^ a pour but d'ecrire MOJsous une forme simple. 

Pour les Cjjiq' des facteurs 2 et 4 ne sont pas necessaires. On pose simplement 

c ijkl c mn suivant le tableau [8) 
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4 



II vient alors 



^i = C ij £ j 



Ci.j - 1. 



[11) 



Les tableaux des s.. et c. . s'ecrivent classiquement sous la forms carree : 
ij ij 



11 12 13 "14 =15 "16 



21 = 22 "23 =24 = 25 = 26 



"31 S 32 "33 "34 "35 "36 

/ X y * 



s„. s„_ s. 



s 



51 



s 



B1 



k y A 



"11 "12 "13 "14 "15 "16 



"21 "22 "23 "24 "25 "26 



"31 32 33 "34 "35 "36 



"41 



51 



61 



A X X 
x X X 

X X X J 



Ces tableaux sont les matrices et t c ^j' 

Malgre les apparences, les s^ et les c^ a deux indices ne sont pas 
les composantes d'un tenseur de rang deux et ne se transforment pas comme tels. 
II faut rsvenir a la notation tensorielle avant de les transformer dans un autre 
systeme d'axes. 



M.S.- Thermodynamique_de_la_defor^ 
Ir§y?iI_des_contraintes_agissant_sur_ 



0 



Considerons un element de volume V. Comme nous l'avons vu au chapitre II/ ce 
volume est soumis a des forces de volume F rf d V et des forces de surface <j> s ;d s. 

L'orientation de l'element de surface dS 
est definie par le vecteur normal h oriente 
^ 0 vers l'exterieur de V : [ft a pour com- 
posantes A.). 

3 

Nous avons vu au chapitre HEque 




les composantes de^S 1 sont egales a : 
S ' X 3 ' 



=<r. .n . ou X^dS = <r. .n .dS « <r. .dS . 
i ij J i ij J ij J 
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Suivons a pres e nt la deformation du corps et supposons que le vecteur defor- 
mation u varie d"une petite quantite 6u. ( Les forces 
de volume et de surface travaillent : calculons ce travail <SW. 

on a : 6W = ( F Su dv + I <t> s Su dS 

J\l v Js 

ce qui s'ecrit SW » J F Su, dV + / a, . Su. dS. (121 
J\l Vi 1 Js lj 1 J 

Appliquons le ihSoreme d ' OSTROGRADSKY 



J^div a dv = J a . 



dS 



[qui s'enonce : le flux d'un vecteur a travers une surface fermee est egal 
a 1'intSgrale de la divergence de ce vecteur dans le; volume limite par la 
surface) . 

+ 3a 3a 3a 3 3a x 
div a est un scalaire div a - -r— + -r— + t— - -r— 

3x 1 3x 2 3x 3 3x i 

La seconds intSgrale de 1' equation C 12) s'ecrit done : 

dv (13) 
3t . 



^ d ij fi yi ds j = £ dlv [a ij 6 V 



6u i etant un vecteur : t. =c i j6u 1 div tj - ■jjj- 

3(6u) 3a 

On a div (a.. Su.) = a., -r-i + -^J- 6u. (14) 
lj l lj 3Xj 3xj l 

(□n applique les regies de la derivation d'un produit) . 
L'equation (12) s'ecrit done : 

fi W = f F vid"u.dV + | -rii V dV * f O. . ~- IdV (15) 



v 




3(5u.) 

a ij — 3xf dV M5 ' 3 
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car nous avons vu au chapitre III(relationIII.18) que las equations d'equilibre 

s'ecrivaient : 

+ p _ p la somme des deux premiers termes de (15) est done 



X ^ '" nulle et il ne reste que la troisieme integrale de (15). 

du. — 

D'apres le chapitre IV | equation (1) : -5^-7 = e. , » e., 
done : -i- = 6C £ij ♦ ^ 



fiW = / la. . fie. . + a. . fico. J dV (16) 
13 13 



/ la., fie. . + 
J 13 

quand il n'y a pas de couples de volumes a^j ■ a^ 

mais m. . est antisymetrique, done a. . 5o>. . = 0 
ij 13 13 

On obtient ainsi la densite d'energie emmagasinee (energie par unite de volume) 

(17) 



SW = a. . fie. . 
13 13 



ou en notation matricielle 5W = ff^de^ (i = 1 B) 

0§fiQiii9D_it)§™2dyn§!pigye_de_l^elast^ 

Si la deformation est assez petite, le corps reoient a son etat 
initial non deforme quand les forces esttfirieures responsables de la deformation 
sont supprimees : on a alors des deformations elastiques (dans le cas contraire, 
on a une deformation residuelle : deformations plastiques). 

Supposons que la deformation soit assez lente pour qu'a chaque instant l'etat 
d'equilibre thermodynamique soit etabli : la transformation est dite reversible. 
On conviendra de rapporter les grandeurs thermodynamiques d'energie interne 
E, l'etitropie S etc....) a l'unite de volume du corps non deforme^et de les 
designer par des majuscules. 



♦ - C'est a dire a la quantite de matiere que ce volume contient. Le volume 
apres deformation sera quelque peu different du voltime initial. L'Snergie 
totale du corps sera obtenue en integrant E dans le volume du corps non 
deforme . 
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D'apres le premier principe de thermodynamique, on peut ecrire : 
dE = dQ - dW 

dQ ■ quantite de chaleur regue par le systeme (par unite de volume) 
dW => travail effectue par le systeme ttravail des contraintes internes' ou travail 
f ourni }j 

Dans ,une transformation reversible dQ » TdS 



soit 



dE - TdS + a d e 



(18) 



C'est la relation thermodynamique fondamentale pour les corps deformables. 
En compression hydrostatique, nous avon3 vu que cr. 



ij 



p6 i j (chap. II) 



soit 



de ij = ~ p5 il dE ij = " p de 



ij 



AV 



Mais on sait que £^ = — [trace du tenseur ■ variation relative du volume) . 

Si V « 1, e.. » AV et° de.. sera l'element dV de cette variation (V = V +&V«1< 
o ii li o 

dV » de. .) . 
ii 

On retrouve ainsi 1' expression classique 
dE » TdS - pdV 

Au lieu de l'energie interne E, on peut introduire l'energie libre d' HELHHOLTZ 

F - E - TS 
On a alors : dF = dE - TdS - SdT 



dF « - SdT + a. . de . . 

ij ij 



(19) 



Enfin, il est parfois utile de disposer du potentiel thermodynamique ^ ou 
enthalpie libre : 

* - E + pV - TS - F + pV 



il vient 



3>»E-TS-o..e.. 

ij IJ 



[20) 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



^ -10- 



Remarque : en compression uniforme, 1' expression [20] s'ecrit 

* = F + pe = F + p CV - V q ) 

AV = V - V Q etant la variation de volume durant la deformation. On voit que 
notre definitionl de 0 differe de celle adoptee habituellement en thermody- 
namique *= F + pV par le terme -pV o . 

En differentiant [205 , on a : d$ = dF - a. . de. . - e. . da. . 

ij ij ij ij 

d* = - SdT - da^ [21) 

les variables ind^pendantes dans les equations [18) et [19) sont respectivement 
S, e .. et T, a... 

On peut tirer des expressions precedentes les composantes du tenseur des con- 
traintes ou du tenseur des deformations: 



(lb) s - [z\ 



34> 



-ij \>o 13 



(23) 

T 



Tens eyr_des _const ant es_e las t iq yes 

Nous allons chercher a retrouver la relation elementaire linSaire ou 
loi de HooKe posee a priori au debut de ce chapitre pour decrire la relation 
entre 1' effort et la deformation 

Nous nous placerons d'abord dans le cas d'uoe deformation isotherme et nous 
exprimerons l'energie libre du solide en fonction de la deformation sous la 
forme d'un developpement en puissances croissantes de e^ j [ le developpement 
etant effectue au voisinage de 1'etat initial) afin de pouvoir appliquer les 
relations thermodynamiques generales. 
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DeVeloppement en serie de Plac-Laurin : 



z -(n), 



f(§) - f CO] + z fCO) f CO) + 



F = Fo + 



3 2 F 



1J 



e ij E kl 



C24) 



iJKl 



Si on. pi-end comme etat initial l'etat non deforme [en 1' absence de forces exte- 
rieures) . II vient : 



d'apres [22) 



Done le coefficient du terme lineraire est nul. 

Si on se limite au 2eme ordre et en. derivant, il vient 



dF= 



3 F 



3e. .3e 



ij kl 



e. , de . . 



Or on a dans les conditions isothermes , 1' equation [22) 



dF = a. . de. . 
ij ij 



C22) 



En identifiant [25) et (22) , on trouve la loi de Hooke 



o . . ■ 



3 2 F 



3E ij 3E kl- 



'"Kl 



Le tenseur des contraintes est une fonction lineaire du tenseur des deformations 
(vaiable pour les petites deformations). 



a . . ■ c. e. . 

ij ljkl kl 



soit 




[26) 
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Les constantes elastiques introduites au debut de ce chapitre comme des coefficients 
phenomenologiques reliant en premiere approximation les contraintes et les deforma- 
tions ont maintenant une signification physique, puisqu'on peut les calculer si on 
sait calculer 1'energie libre. 

C'est le cas de certains metaux pour lesquelsron connait d'une facon raisonnable 
le potentiel interionique et 1'energie du gaz d'electron. 

□n obtient done des valeurs correctes en derivant les diverses contributions a 
1'energie libre totale du solide. 

Cependant, il faut bien noter que la theorie de 1' elasticity ne s'interesse pas 
a la nature ou a l'origine des constantes elastiques. Dans ce cadre, le solide est 
un milieu continu doue"de proprietes elastiques representees par des constantes 
elastiques. II faut done bien prendre garde quand on applique cette theorie a des 
milieux cristallins de considerer le solide comme un milieu continu. La theorie 
de l'elasticite ne s'appliquera done que sur des distances grandes devant les dis- 
tances interatomiques, et si les deformations peuvent etre regardees comme cons- 

o 

tantes dans les domaines de l'ordre de quelques dizaines d'A. 
5§marque_l : 9onstantes_elastiques_isotherm^ 

CT) 

On a defini les constantes elastiques isothermes : C. ., , C2B) . On 

ijkl 

aurait pu definir les constantes elastiques adiabatiques : 



CS) 
: ijkl 



3e ij 3£ kl 



On mesure les constantes elastiques adiabatiques par des methodes dynamiques et 



les constantes isothermes par des methodes quasi statiques. En general C 
CT) 



CS) 

ijkl 



Sont 



> C ijkl 

Remargye_2 : Elastic! te_non_lineaire 

Si au lieu de s'arreter au second ordre en differentiant .f24) on etait 
alle jusqu'au 3eme ordre dans le developpernent de 1'energie, on aurait construit 
une theorie de l'elasticite non lineaire avec : 



C ijlk e kl + C ijmnop e mn e op 



ou C. . 

ijmnop 



3 3 F 



3e..3e 3e 

x j mn °P/ T 



C27) 



sont les constantes elastiques du 3eme ordre. 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



-^f -13- 

Remarque_3_-_Simplication_dy_tableau_d^ 
Reprenons l'expression (26) 



c CT3 
"ijkl 



( 9e iV 3E Ki) T 

Jo 



i.j.k.l 1,2,3 



II est bien evident que l'ordre de la derivation n'intervient pas et que 

(28) 





m C 


ijkl 


Klij J 



ou en notion matricielle 



C ij " C ji 



(28) 



On pourrait demontrer de merre que 



S i3 ■ S ji 



(matrice inverse) 



Dans ces conditions, les constantes glastlques independantes ne sont plus q 
21 au lieu de 36. 

Cas le plus general 



c 11 


C 12 


C 13 


C 14 


C 15 


C 1B 


X 


C 22 


C 23 


C 24 


C 25 


C 26 


X 


X 


C 33 


C 34 


C 35 


C 36 


X 


X 


X 


C 44 


C 45 


C 46 


X 


X 


X 


X 


C 55 


C 56 


X 


X 


X 


X 


X 


C 66 



Rernarque_4 : L'energie libre elastique d'un solide deforme/unite volume. 
Dans le cas isotherme, on a d'apres (22) 



6e 



E . . 



C. ., _ E, - dE. . 

ijkl kl lj 



notation matricielle F 



c..£.dE. - K^JJ 



d (e .e. ) - e. de. + e. de. 
" 2 £ j dE i 



en notation tensorielle — t^j^ ey 



(29) 

indices muets : i et j 
indices muets ijkl 



C'est l'energie elastique de deformation/ unite volume : toujours > □ 
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V.6.- Effet de la_symetrie du_cristal 

Les elements de symetrie du cristal reduisent encore le nombre de va- 
riables independantes s J . et c. .. 

Notons d'abot-d que l'elasticite est une propriete centro-symetrique : La 

symetrie operee par rapport a un centre de symetrie sur les contraintes et 

les deformations ne produit aucune modification, parce que l'etat de contrainte 

it. 

ou de deformation homogenes possede deja un centre de symetrie" II en est de 
meme pour l'elasticite , V la symetrie du cristal. L'elasticite est done une 
propriete centro svmetrique : si les axes de reference sont transformed par 
une symetrie centrale, les composantes s. ... et c. ... restent inchangees. 

ljKl 1JK-1 

La demonstration est simple : les elements a. . de la matrice de transformations 

ij 

sont egaux a - 6 . . . 

4J 

D'apres la loi de transformation [73, on a s' , , ■ Jt. S. S, 6- s 

ljkl ° im jn ko Bp mnop 



S ijkl 



De meme pour les c. ... 

i j Kl 



Les elements de symetrie autres qu'un centre imposent aux constantes des condi- 
tions que nous allons etudier. 

Methode_analytique : Cette methode de calcul systematique est la methode la 
plus rapide pour determiner les coefficients independants de toutes les classes 
(sauf les systemes rhomboedrique et hexagonal) . Cette methode consiste a trans- 
former les axes de reference du tenseur selon l'un des elements de symetrie du 
cristal : les coefficients doivent etre les memes avant et apres transformation 



0 - Toutes les proprietas traduites par des tenseurs de rang 2 sont centro-symetri 

que. En effet 1 'equation p^ ■ T qj reste satisfaite pour les memes valeurs 

de T. . si on change les directions de p" et q ties signes de p et q. changent. 
ij li 

La propriete representee par T\. reste inchangee. 
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Pranons l'exemple de la classe 4 : l'axe 4 etant parallele a Ox^, les axes 
se transforment selon : 



V x i 



se transforme 



x en 
1 -» 



X 2 V 



"1 3 

ou sous une forme abregee 
1+2 2 -1 3*3 



x 3 (30) 



Les composantes d'un tenseur se transforment comme les produits de 
coordonnees correspondents (voir chapitre II 

Nous devons prendre les modules un ) par un et les transformer selon C3Q). Si 
le signe du module change, le module doit etre nul (car ceci signifie qu'une 
meme cause produirait 1'effet inverse apres une operation de symetrie,, Or 
par definition meme cette cause doit produire le meme effet apres une operation 
de symetrie qui conserve le cristal) . Si le signe du module est le meme, le 
module existe. 

Dans la notation a quatre indices, les groupes de deux indices se transfor- 
ment selon : 

11 ■* 22 22 -+ 11 33 -»• 33 23 ■+• -13 31 ■* + 32 12 ■*■ - 21 
Dans la notation a deux indices : les transformations sont donnees par : 



1 + 2 



En ecrivant le tableau complet des C. . ou des s. , : les indices se trans- 
f ormant 



11 12 13 V 



22 21 


23 


-25 


24 


-26 


11 


13 


-15 


14 


-16 




33 


-35 


34 


-36 






55 


54 


56 








44 


46 










66, 


on ne considere 


que 


les 21 




coefficients de 


la 


matri ce 





en egalant de ta- 
bleau composante 

par composante ou 

tableau original 



15 


16 


25 


26 


35 


36 


45 


46 


55 


56 




66 



symetrique 
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il Vierct : 



C 13 


0 0 


C 16 


C 13 


0 0 - 


" C 1 B 


C 33 


0 0 


0 




C 44 0 


D 




C 44 


0 



<£-16- 



"66 



N* I : : X 

• • . . 

\ : 



, composante nulle 
9 composante A 0 
2 composanteB = 



2 composantgs 
egales mais de 
signe contraire 



d'ou seulGment 7 modules independants . 

En effet - les coefficients qui se transforment en eux-memes sont conserves 
SX : C 66 = C 66 

- les coefficients C ± . transformes en Cj£ sont conserves : puisque 



C ij = C ji- 

Deux coefficients se transforment 1'un dans 1' autre 
Si " C 22 

_ done se conservent et C . = C 9 

L 22 Si 11 1 

2 coefficients se transforment l'un dans 1' autre mais avec change- 

ment de signe. 



C ■*■ -C 
16 26 



C 26 + " C 16 



se conservent et C.„ = -C_„ 

1 b £0 



- ceux qui se transforment en leur inverse 

C 36 + " C 36 C 36 = ° 

C ij * " C ji Sj ■ ° C 45 + " C 54 C 45 * ° 

- Les groupes de deux qui se transforment l'un dans 1' autre, mais non 
symetriquement. 



C 34* - C 3S 



C 35 + C 34 



C 35 " C 34 " 0 



En effectuant la meme operation sur las autres elements de symetrie, on peut 
determiner la forme des matrices Cs^ j 1 et Cc^j} pour toutes les classes 
cristal lines ^ vtka. 31 j 
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Remargue : pour les systemes rhomboedriques et hexagonal, la methods n'est 

pas LValable car les elements de symetrie ne changent pas uniquement 
l'ordre des axes, [dans les autres systemes chaque axe se trans- 
forme en l'un des autres axes, mais ne prend pas de direction inter- 
medial re . 



Ainsi, dans le oas du systeme cubique, on peut montrer qu'on a seulement trois 
modules independents. 



£31) 



valable pour c. . ou s. . 

V.7.- Cas_des_solides_isotropes_j 

Nous pouvons passer du systeme cubique au solide isotrope en cher- 
chant la relation qui doit exister entre les constantes elastiques d'un crisr 
tal cubique puisque celui-ci est elastiquement isotrope. 

L'energie libre dans le systeme cubique est egale d'apres (29) et en tenant 
compte du tableau ci-dessus: 

F = ~H C 11 ^ + C 12 £ 1 £ 2 + C 12 E 1 E 3 + ° 



+ C 12 Vl + C 11 E 2 + C 12 e 2 E 3 + ° 



C 12 £ 3 E 1 * C 12 E 3 E 2 + C 11 E 3 



+ C 44 E 4 + 0 



+ C 44 £ 5 + 0 



+ C 44 E 6 
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ce qui s'eerit : F - 1 C 44 C e „ 2 *e, 2 * e , 2 ) ♦ j ^(c^ + e,. 2 ♦ ) 



2 11 1 2 2 

(32) 



* C 12 CE 1 £ 2 + E 2 E 3 + e 3 e l) 

ou en notation mixte souvent utilisee (notation matricielle pour les 
constantes elastiques et tensorialle pour les deformations). 

2F - C„ ( E11 2 ^ 22 2 ^ 33 2 3- 2C 12 ( £lie22+ e 22 e 33 ♦ 4 C^Ce^ 2 *^ 3 *^ 3 * 

car e 4 - 2 

e 5 = 2 £ 13 C33] 

e - 2 e 

6 12 



Si le solide est isotrope, la valeur de l'energie libre doit etre independante 
de 1 'orientation du tenseur des deformation dono F doit s'exprimer unique- 
ment en fonction des invariants de ce tenseur. Nous avons vu deja un invariant 
d'un tensaur- ! e^. ^ I ^B^uET j 
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II vient : 2F - C„„ I. 2 — 4 C.. I„ 
11 1 44 2 



♦ 2 C2C 44 - C„ ♦ C 12 j[ ei1 e 22 ♦ C34) 
avec ^ = E11 + E22 + e 33 et l 2 - e,,,^ + - e^ 2 - -e^ 2 



Le dernier terme doit etre nul done la condition d'isotropie s'ficrira : 

C 44 4( C 11 " C 1 2 ) (35) 

2C 44 - 

La quantite A = — - — est dite facteur d' anisotropie 

L 11 " L 12 

A titre d'exemple voici les valeurs de A pour quelques cristaux cubiques. 



Cristal A Cristal 



Nb 


0,5 


C diamani. 


1,6 


Ag CI 


0.5 


Al 


1.2 


Na CI 


0,7 


Fe 


2,4 


Cr 


0,7 


Ag 


2;9 






Cu 


3,3 


W 


1 


Na 


7,5 


Rbl 


0,3 


Li 


9 



Q90?5§Q5§5_ti§§tigy§5_des_solides_isotrop_es 

II n'existe done plus qua deux constantes elastiques non nulles dans 
le cas d'un solide isotrope. 
La matrice des elasticites prend la forme. 




/ 

X et V sont dits coefficients de LAME 

( y= module de cisaillement ou module de Coulomb). 
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Dans ces conditions, l'energie libre d'un corps isotrope deforme s'gcrit 
2F = CX + 2pJ 1^ - 4y I 2 

= X I,, 2 + 2y (1^ - 2I 2 ) 

*1 " 2 V C£ 11 +£ 22 +e 33 l2 " 2 C£ 11 e 22 +£ 22 £ 33 +£ 33 £ 11 1+ 2£ 12 2+2e 13 2+2£ 23 
■ E 11 2 +£ 22 2+E 33 2 + 2£ 12 2+ 2£ .13 + 2£ 23 2 - h =£ ij E ij = £ ij 2 



Ainsi 2F = XI + 2y J 2 



-J f =X [ 6ll J + 2u 1 J e Ij 



C37) 



On peut l'exprimer en fonction des contraintes 



2F 



1+v 



I 2 , - v 



r 2 
i a ii 



[37] 



A partir ds la matrice des on peut donner 1' expression des cj en fonction 
des £. Qans ce cas particulier, on a 



'11 



C X + 2y] E11 ♦ \e 22 *Xe 3 3 



A6 + 



22 11 



x E „„ + (2 U +x3 e 22 + xe 33 = X6 + 2HC 



22 



33 



23 



X£ 11 + X£ 22 + C2W+X1 £ 33 



xe + 



2pe 



23 



°13 = 2li£ 



12 



2pe 



13 



12 



£ 11 + h2 %3 



<^ r % " C 44 £ 4 



°4 " 2C 44 £ 23 



C38) 



Cqs relations sont connues sous le noms d 1 equations de LAME . Ces equations 
montrent immediatement que les axes principaux des deformations sont confondues 
avec les axes principaux des contraintes. 
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Elles peuvent se mettre sous la forme condenses : 



3. . ■ AS. . e. , + 2ye. . 



C38] 



6 = 0 si i t j 
- 1 i - j 



On aura de meme f £.. ■ s^Cj fen tenant compte de la matrice des s. J 



ij 



e 11 


= S 11 


°11 


+ S 12 °22 + 


S 12 


°33 


£ 22 


= S 12 


CT 11 


+ S 11 °22 + 


S 12 


°33 


£ 33 


= S 12 


a i1 


+ S 12 °22 + 


S 11 


CT 33 


£ 23 


11 




S 12 ] °23 







'13 



'12 



(s 



(s 



11 



11 



S 12> a 13 
S 12 ] Q 12 



(JS) 



On utilise souvent comme constantes elastiques le module d'Young E et le module 
de rigidite ou le coefficient de Poissan v. 

E est defini comme etant le rapport de la contrainte uniaxiale longitudinale 
(principale) exercee sur un prisme long a la deformation longitudinale 

(principals) resultante dans la meme direction : (a 22 

a 12 -0). 



ff 33 =a 23 = °13 



11 

: 11 



(40) 



11 



'22 



"11 



12 
S 11 



rapport change de signe des deformations 
principales perpendiculaires et paralleles 
a la contrainte longitudinale uniaxiale 
principale exercee sur un prisme. 
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Ainsi les Equations C 39) s' fieri vent 



/■ 1_ 

E 11 E 



"22 



[°11 
¥p22 

b 



e 33 * E I ff 33 



23 

E 23 " 2p 

-111 
"13 2y 

a. 



Vta 22 * a 33 ] J 
vCo n + CT 33 5 ] 



Vt<J 11 + °Zz\ 



0i) 



c 12 

ce qui s'ecrit 
Remarque : 



12 
2y 



Ee. . - t 1 *v) 0lJ - v6. . 



Ce sont les relations 
de Young . 



L'inergie de deformation du cristal doit §tre positive, sans quoi le 
cristal ssrait instable, 
Autrement dit : C 371 doit etre ^ 0. 

Dans ie cas isotrope, il faut et il suffit que y > 0 et 3X + 2y >0 



ce qui entraine E>0 et -1<v<j 



En fait, on ne connait pas de corps pour lesquelsi'v< 0 Cqui enfleraient en 
s ' allongeant) . Done v> D et < — . En general v est de l'ordre de 0,3. 

Expressions de E et v en fonction de X et p 



Pour exprimer en fonction de X et y, etudions le cas de la traction (ou 
compression) simple : 



° 1 / 0 
°2 " °3 



= 0 



•Sff- sauf la pyrite (FeS^ 
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Dans ces conditions, compte tenu de la forme de la matrioe des compli 
a : 



'11 



J 22 



E 1 S 11°1 




e 2 = S 12°1 


(41) 


E 3 * S 12°1 = E 2 




s'ecrivent alors : 




CX+ 2p)e n - X, 22 ♦ X E33 






(421 


0 -X El1 + U V *\)e 2Z * X.33 





soit en divisant par e 



11 



E = (2jS+X) - 2Xv= 2v + X(1-2v) 

0 =X - (2li + X)v -Xv - XC1-2v) - 2yv 



soit en combinant ces expressions 



2(1 +v) 



(43) E = 2y(1 +v) 



soit 



C2u+ 3X)y 
V + X 



X = 



E V 



(1+v) (1-2v) 



(44] 



II vient egalement 



2tX+J») 



(45) 
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On definit Sgalement la compressibility : c'est a dire la diminution relative 
du volume d'un cristal soumis a une pression hydrostatique de valeur unitS : 



[465 



x " p V 



1 AV 1 

~ - — e. . 
P ii 



avec K = « module de compression 

X 



En pression hydrostatique, le tenseur s'ecrit a„ = - P^j 



D'ou e. . " - p s. ., ' 6. , 



P S ijkk 



AV 



4> 

invariant 
En notation matricielle : 



p s. ., , d'ou 
nkk 



v - s . . . . = invariant 
A iikk 



v » s +s +s + 2 (s + s + s 1 
X 11 22 33 12 23 31 



Dans le cas du corps isotrope : g =s 

!M 22 



33 E 



S 12 S 23 =S 31 



d'ou x " (1-2v) 



K = 



3C1 - 2v) 



(48) 



et a l'aide des equations (44) et (45) 



2v +3A 



ou K 



3X + 2y 



(49) 



Remargue i_Materiaux polycristallins 

Les solides polycristallins peuvent etre consideres comme isotropes 
si les cristallites sont suffisamment petit»s (puisque l'on considere des 
deformations dans des regions grandes par rapport aux cristallites) . 
Dans ce cas, le polycristal est caracterise' par deux modules d'elasticite. 
On pourrait penser que ces modules peuvent etre calcules a partir des modules 
d'elasticite des di verses cristallites par une simple moyenne . Mais en fait il 
n'en est rien. En effet, si la deformation du polycristal resulte de celle des 
cristallites dont il est forme, on doit rdsoudre les equations d'equilibre 
pour toutes les cristallites en tenant -compte des conditions aux limites sur 
les surfaces de separation [joints de grains). 
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On constate done que le lien entre les proprietes elastiques du cristal dans 
son ensemble et celles des crlstallites depend de la forme des cristallites 
et de leur orientation relative. 

On peut cependant, en premiere approximation, evaluer les modules d'un poly- 
cristal isotrope en fonction des modules monocristallins si les proprietes 
elastiques du monocristal sont faiblement anisotropes (A# 1). 
On estime, en premiere approximation, que les modules du polycristal sont 
simplement egaux a la partie isotrope des modules elastiques du monocristal. 
Remarque : 

On peut retrouver simplement les relations contraintes-def ormations dans le 
cas des solides isotropes. 

Considerons tout d'abord 1* expression de la loi de Hooke generalisee par 

rapport aux axes principaux. 

On fait les deux hypotheses suivantes : 

- 1 - les directions principales des deformations sont confondues avec 
celles des contraintes 

- 2 - on peut appliquer le principe de superposition. 
Considerons le cas d'une contrainte uniaxiale (essai de traction) 
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Si l'gtat de contrainte est quelconque, on applique le principe de superposition. 













3. 










£ 


e 








- yg^ 




e 


£ 


e 














£ 


£ 



■a. 6 £ 



soit 



soit 



0 0 
£ t 0 


£ 


a"., 0 0 

0 «i 0 
0 0 ^ 





- 7 tx W 



-1 o o 
o i o 

0 0 1 



composantes d'un tenseur et on a 



g l> e z\ ^j* 






1 o o 



o 0 



o o 1 



(39 ) Ce sont les relations de Young . 
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Lors de l'essai de torsion -j_ 




17 



soit 



2 fl+V) 



A partir des expressions precedentes. on peut exprimer g- en fonction des £ . 
On a en effet : Q , ± C*-ZV) ♦ «V, «■ «- i " 



soit £■ £ - 



11 ~ ^1 ~ 



11 xv 3^- 



i + y 



11 



en posant )^ - *L5. 

V< =~S — 
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On obtient les formulea de Lame : 



11 


. * * + V *H 


22 


it. 














°7» 





C38) 
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Exercics_ _V .1 . 

Determiner le lien entre le module de traction d' un cristal cuDique et la 
direction. 



Prenons comme coordonnees les trois axes d'ordre 4 du cristal cubique. 
Supposons que l'age de de la barre taillee dans le cristal soit dirige suivant 

le vecteur unitaire n. Le tenseur des contrain- 
tes dans la barre est : (T„ : il satisfait 
aux jconditions suivantes : multipliS par n i 
(voir chapitrelU, relation 205 il doit donner 
la force de traction sulvante n : 
multiplie par un vecfceur _L a n, il doit 
s'annuler (condition sur la surface laterale 
de la barre) . 
Un tel tenseur s' fieri t : 
a. 




ij 



p n^ 



p « fores de traction agissant sur 1' units de surface de la base 
En effet, suivant une direction parallele S n, on a : 

2 



°ij n j 



pn iVi 



n. 
rj 



1 done 



P n. 



Pour une direction _L n : T = a.. n'.= pn. n. n'. - 0 car n. n ' . = 0 

i ij J i J j JJ 

Calculons 1'energie libre d'apres la relation (29) et en tenant compte de la 
matrice c^ donnee par (31) : 

2 C ij ij 



ru'VV^:' + C 12 te lV e lV e 2 e 3 J+ Kl V 3 
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En notation semi tensorielle (voir relation (33]}. 

F = 1 °11 fe 11 2+e 22 2+E 33 21 + C 12 Ce 11 E 22 +e 11 £ 33 +£ 22 E 33 )+ 2c 44 te 2 3 2+e 31 +E 12 25 

Nous pouvons maintenant oalculer cr^ en appliquant la relation thermodynamique 
(22) : 



11 




c 11 11 


C 12 


tE 22 


+ E 33 5 


°22 




C 11 22 + 


C 12 


tE 33 


+ E 11 ] 


°33 


-r- 


C 11 33 + 


C 12 


tE 11 


+E 22 5 


°23 




2 C 44 E 23 








°31 




2C 44 E 31 








°12 




2C 44 E 12 








t"- % - 


P 


n i n j 




2 





2 23 « ^ loi de Hooks pour ,un 
cristal cubique 



°11 = Pn 1 23 = P n 2 n 3 



Soit en comparant : 



c 11 


E 11 + 


C 12 


[E 22 


E 33 J 


" P 




°11 


E 22 + 


C 12 


CE 33 


11 


" P 


n 2 


c 11 


E 33 + 


C 12 


(E 11 


22 


" P 


"3 



E 11 +E 22 +£ 33 



c + 2c._ 
11 12 



-En tirant de la 1ere equation 



n i 2 tC 11 +2C 12 3 " C 12 

e ,, = P 



11 Co.. + 2c._) (c -c.„) 

11 12 11 12 



*Remargue_ : on pourrait les calculer directement d'apres les formules : 

o. . ■ c..., e, . . Quand on derive l'enereie libre /e.., si i/ j , 
ij ljkl kl & ' ij J 

les derivees/s donnent deux fois les valeurs des composantes 

3F 

correspondantes de a . En effet a.. = —rr— signifie que dF = 
ij ij 

o. . de. .. Or les termes avec de . . , i / j f igurent deux fois 

ij ij ij 
dans la somme 0. . de . . , e. . etant un tenseur symetrique. 
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de mgme pour e 22 st e 33 



st 



P n n 2 

e,„ = — — idem pour e_„ et e„ 



"12 2C 



44 



°23 '31 



L' allongement e dans la direction n est donne par : 
e = i^. nj = n J n 1 fvoir chapitre III) 

4 

vecteur deplacement 



Lb module d'YOUNG par definition est egal a E = -|- 

sBit : e - wf+* 2 ? 2 2 ** 33 n 3 2 * <= 12 V 2 * 2 e23 n 2 n 3 ♦ 28^^ 



Ptc 11+ 2c 12 l 



tC 11* 2o 12 5 Cc ir c i2 



/ 4, 4_ 4% P G 12 

7 ( n i +n 2 +n 3 



(c..+2c._) (c -c ) 
11 12 11 12 



p , 2 2 ^ 2 2 ^ 22 
+ ^ Cn 1 n 2 + n 2 n 3 + "1 n 3 



7 7 7 2 A44 7 7 77 79 

or 1 = Cn^*n 2 -n 3 ) - n^+n^ +n 3 +2^ \*2» 2 n^n^n,^ 



soit : 



plc V\*^2> I 1 2 \ / 2 2 2 2 2 2i 

+ P — I {".. n_ +n„ n_ +n„ n. 

+ 2c 12)( C, r C^ l c 44 c ir c 1 2 | l 1 2 2 3 3 1 I 



11 



soit f 



2 C 1l" C 12 + ( 1 2 \ * 2 

E "( c ii +2c i 2 )( c ir c i2) ^ c 44 " c ir<W ,ni n 



2 2 2 2 2» 
2 +n 2 "3 +n 3 "1 ] 
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E a des extrema suivant les aretes taxes de coordonnees] et ^uivant les 

2 

grandes diagonales du cube : aretes : n.n + =0 



Remarque : Pour un cristal isotrope, on a vu que 



1 

c 44 " 2 tc 11 " C 12 ) relation (35] 



"44 



C 11 +C 12 



C 11 " C 12 



— = ■; - ■ ■ ■ , ■ j : independant de 



"11 



'12 



44 



» X+ 2 
« X 
■ V 

2CX+y) 
1 3X+ 2y)2y 



retrauve relation [44] 



(2y+3X]y 



y+X 
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CHAPITRE VI 



- ENERGIE DE DEFORMATION ET CRITERES DE RESISTANCE 

VI. 1. - ENERGIE DE DEFORMATION [par unite de volume) 
VI. 1.1. - Fgrme_diff|rentielle 

Cas d'ime contraibe uniaxials : 

Considerons un cube unitaire soumis a une contrainte a 

(figure 1) 




Figure 1 - 



dW 



La variation de l'energie elastique ammagasinee par unite de volume dW est egale a 

dW = a. d e. 
1 1 

si on neglige les infiniments p etits d'ordre superieur (figure 2) 



■>1 

ill 



Figure 2 - 
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Caa d'une contrainte quelconque (axes principaux) 



Par superposition, on peut ecrire : 



dW = a 1 d e 1 + a 2 d e 2 + cr 3 d e 3 



(1) 



mais dans dt^ il y a l'effet de da 2 et do~ 3 et de m@me pour de 2 et de g . 
Par rapport aux axes princlpaux : 



1 

0 a 2 0 
0 0 CT_ 



0 
0 



de 2 0 
0 de. 



So it dW = tr 



■ Invariant 



(0 M) 

Dans un systeme d' axes quelconques : 





°11 


C 12 


"13 






d6 12 


d6 13 




a 12 


°22 


°23 


H ■ 


de 12 


d£ 22 


de 23 




_ a 13 


°23 


°33. 




. dE 13 


d£ 23 


de 33 



C 11 dE 11 + °12 dE 12 + °13 dE 13 



tr([a] [de] ) 



■ tr 



a l2 dE 12 + °22 de 22 + °23 de 23 



a i3 de i3 +a 23 de 25 a 33 de 3 3 



soit : 



dW ■ " 11 «Je 11 +o 22 de ?jt *C33d e3 3 ^a^de^ + 2a 23 de 23 + Zcr^de^ 



(2) 



On retrouve naturellement la m§me relation que celle etablie au chapitre V 
(relation V.17). 
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VI. 1.2. - _Forme_intggr6e 

Dans le cas d'un materiau jsotrope obejssant a la loi de Hooke 
(of. J V.7 relation V.39), on peut ecrire : 

da 2d<J (1+v) 

de„„ = ^ Idcx,, - vtdff + da )l dC2e 1 - 



11 E 11 22 33 J 12' y E 



dCT 22 +CT 22 da i1 + °11 d<, 33 +a 33 d0 11 



soit dW = I [^ 1 dc 11 *a 22 dc 22+ a 33 da 33 ] - § [a^ d ^ +a 22 da 11 

2 dCT 33 +<J 33 d<J 22 ] + -y" [ a i2 d °12 + °13 da i3 + °13 d0 2 3 J 



+ °22" 



soit l'energie elastique emmagasinee par unite ds volume 



W " 2F [ a V + °22 + °33] " I t0 11 a 22 +CT 11 



°33 +a 22 a 33 )+ 27 C °12 + °13 * a Za} 



t3) 



la oonstante d 'integration etant nulle 

Remarque : l'energie de deformation a ete calculee en supposant que les 
les contraintes croissent simultanement et progress ivement. 



VI. 1 . 3. - Energie_de_changement_de_volume_et_de_cha 

Le changement de volume lors de la deformation est donne par 8 
(cf chapitres IV. et V) 

6 " ^¥ C °11 +° 22 ^33' 

Nous avons vu J III. 2. 6, que le tenseur o peut se decomposer en deux parties 
(relation III. 16) : un etat de contrainte hydrostatiqufiva un etat de contrainte 
donnant une variation de forme sans variation de volume. 
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L'etat de contrainte hydros tatique donne l'energie de changeroent de volume (ou de 
dilatation) : 

2 

w = _L2 — 1| — 2l_ [1 - 2 v) 

S DC 



1-2V , j2 
W s 6E 11 22 °33 J 



[4) 



D'apres le principe de superposition, l'gnergie de changement de forme est egale a 



w. = w - w 

d s 



•Cd'apres le principe de la conservation d'energie, le travail effectue est independant 
de l'ordre dans lequel on applique les forces et ne dSpend que de l'etat final). 



2 2 2, , 1 1-2v, , . . v 1-2v 

t0 " * B - + °~ 3 C ~ ii 0 * tC 11°22* , '22 a 33 +a 33 a 11 ) l ~ E ~ ~^3E~ 



11 22 33 l 2E 



1+V , 2 2 2, 

— ( °12 - + °13 + °23' 



1+v* 2 2 2 

V 2 °11 + 2 °22 + 2 °33 ' 



1+v 



3E t0 1i a 22 +a 22 a 33 *°33 B 11 J 



1+v , 2 2 2 , 

— t0 12 + °13 + °23 5 



seit 



1+v 
BE 



( 0l1 -a 22 ) + [a 22 



- a 33 )2+[a 33-°11 ] 2+ B t0 12 +a 23 + °13 5 



(5) 



Remarque A : On peut exprimer W en function des invariants de la contrainte, 
W ne dependant pas du systeme d'axes choisis. 



w = w + w H =^ v i 2 

s d 6E 1 



(1+v) 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



1~2V 2 
6E X i 



w d — r J 2 



C6) 



tr.QO - *ff K + a 33 



°1 + °2 +CT 3 = tr L CT . 



invariant quatratique de a (df fill. 2. 6) 



t0 11 ra 22 J + 



°33 )2 + ta 22- 0 33 )2 + 6 t0 12 



2 2 , 

°13 + °23 ' 



Remarque 2 : Par rapport aux axes principaux, les expressions de W, W s et sont 
les suivantes : 



1-2V , ,2 

[a + a * a ) 

6E 1 2 3 



1+M 
BE 



["1 



2 2 



1''] 



W + W . 
s d 



Remarque 3 : Liaison avec la contrainte octaedrique (cf S III. 2. 71 



1-2v n 2 
BE oct 



1 2 3 



oct 



^ 9 T 2 
6E oct 



2 2 
T oct ~ 3 2 



soit 



-d ■ 1 


1+v 2 


3 


2 


E oct 


4p 


oct 



[7) 
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VI. 2. - . CRITERES DE RESISTANCE PL) DE PLASTICITE 

VI. 2.1. - Position_du_gro&leme 

Dans le cas simple d'une sollioitation uniaxiale (traction par exemple) 
(cf chap. I), les phenomdnes sont caracterises par : 

- un seuil d'apparition de la plasticite : c'Gst la limite elasti- 
que a £ au dela de laquelle apparalt des deformations permanentes irreversibles , 

- dans le domaine plastique, la limite elastique est accrue quand la 
deformation plastique croit : c'est le phenomene d'ecrouissage; la contrainte conti- 
nue a croitre mais moins rapidement que dans le domaine elastique 

- si les phenomenes d'ecrouissage sont negligeab les, la contrainte 
reste alors constante et egale au seuil de plasticite, 

souvent les phenomenes precedents sont compliques par 1' existence 
des phenomenes de viscosite et d'une dissymetrie tension-compression (effet 
Bauschinger) . 

Dans le cas d'une sollicitaiton quelconque, il faut chercher quelle condition doit 
remplir le tenseur des contraintes pour qu'apparaisse la deformation plastique. 
Cette condition de plasticite est une propriety caracteristique du solide et est, 
par consequent, si le corps est isotrope independante du systeme d'axes choisi : 
elle ne contiendra done que des invariants du tenseur des contraintes. 
De plus, elle doit se reduire a c» dans le cas d'une solicitation uniaxiale. 
La forme la plus generale de cette condition s'ecrira : 



Representons un etat de contrainte par un point H de coordonnees o,;o~ et cr (fig.2) 



f ( o r a 2 .o 3 ) - 0 
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Pour chaque point N, en appliquant un chargejijent propartionnel, on definit un point 
M" representant l'etat limite pour lequel apparait le premier dommage tdepassement 
de la limite elastique ou rupture). 

L'ensemble des points M' forme la surface limite . Les oontraintes jouant le meme 
role, la trissectrice est un axecde symetrie ternaire pour la surface limite. 
Pour definirune telle surface, on fait des hypotheses : ce sont les criteres de 
resistance tcritere decoulement ou de plasticite : limite elastique ou critere de 
rupture) . 

be coefficient de securite de l'etat M se definit par le rapport : 

VI. 2. 2. - Kateriaux_d^ctiles_-_Materi 

L' experience montre que les solides peuvent etre classes en deux 
categories distinctes : 

- Les materiaux ductiles : (tels que les metaux); 

ces materiaux peuvent subir une deformation plastique tres importante entre la limite 
#lastique et la rupture. Ces deformations permanentes presentent toujours 1 'aspect de 
glissement orientes suivant des directions faisant sensiblement 45° avec les 
contraintes principales. 

- Les materiaux fragiles : (tel que le verre par exemple); 

la rupture des materiaux fragiles a lieu presque immediatement apres la limite elasti- 
que, sans deformation plastique notable. Dans le cas de ces materiaux, les phenomenes 
semblent lies a la plus grande tension principale, la rupture etant perpendiculaire 
a cette derniere. 

VI. 2. 3. - Critere_de_RanKirte 

- a - Enonce : Critere de la cdntrainte principale maxxmale 

La surface limite est atteinte lorsque la contrinte principale maxi- 
male fen module) prend une \aleur limite k ou k' determinee respectivement dans un 
essai de traction ou dans un essai de compassion. 
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- b - Formulation 



si |cr I est maxi 



| cr^ | est maxi 



K si <r A > 0 
-k* si cr < 0 



k si a 2 > 0 
-k' si a 2 < 0 



jcTgl est maxi 



si 0g > 0 



si 3 < 0 



La surface limite est done un cube de cote (k+k'J 



c - Valeurs de k et k' 



Essai de traction 



i F 



0 0 0 
Q 0 0 
0 G a = 



3 S 



Le premier dommage a lieu pour cr 
Exp. o 3 = a E 

critere 0„ = k 



done 



(10) 



Essa^ d_e_c£mpress_io_n 
; „ = 0 



K 



-a' 



experience c 



critere 



-a' 
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d * Image du critere pour « □ Ccaa de 1 ' extensproetrie) 

/ 




Figure 3 



e - Consequences : cas de la torsion [figure 4) 



ft 



[a]: 



0 T 0 

TOO 

0 0 0 




Figure 4 



CT 1 = -°2 = T 



A la limite elastique a = -a = t £ 



Or le critere donne 5, 



d'ou la relation 



a 2 = o E (point M' ) 



[11) imposee par le critere. 



Cette relation n'est verifiee que pour les materiaux fragiles- 



- Remarque - Ce critere tient compte de la dissymetrie du materiau 
en traction et compression. 
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VI. 2. 4. - Crit|rg_de_Treaca-Cgulojib'' 

-a - Encmcg : Critere de la contrainte tangentlelle maxiroale 

On atteint la surface limlte lorsque la contrainte tangentlelle 
maximale prend une valeur limite determinee lors de l'essai de traction. 

- b - Formulation 

Si a 1 , a 2> a 3 sont les trois contraintes pincipales, la represen- 
tation de Mohr montre que le cisaillement maximal est egal a l'une des trois valeurs 
Cof.f III. 2. 5.). 



a 1 " °3 



a 1 - a 2 



°2 - °3 



< 



a - a 
1 3 



a i - °2 



°2 " a 3 



* K 



+ k 



(12) 



II est possible de representer geOmetriquement le critere de Tresca-Coulomb en 
cherchant le lieu de tous les points satisfaisant a la relation t ■ ± k dans le 
systeme d'axes , a^, a^. 

La surface limite est un cylindre a base hexagonale et de generatrice parallele a 
la trissectrice. 

En effet, dans le cas otj 0 -] >0 2 >O 3 ' on a 



C 1 - °3 



= + k 



Cette equation represente deux plans paralleles M. BB et DD EE (figure 5). 
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Figure 5 - 



De meme si o < b <a,, 1' equation t = ± k represente deux plans paralleles BB 
et EE^FF 1 donnes par -a = + 2k et si a^< a 3 < a^, on a les plans CC 1 DD^ et 



AA„FF„. 
1 1 



Essai de traction 



Suivant l'axe 3 par example : a 



0. ct = — 



Critere 



2 

CT_ 



= k 



soit 



(13) 



d'oij 
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- d - Image pour a = 0 (fig. 6) 



























+ <T 

" E 




































! 


-<r e 



















- Figure 6 - 



Le materiau est symetrique en traction ou compression. 
- e - Consequence : essai de torsion 




(14) 



Cette relation convient assez bien pour les riiateriaux ductiles . 



VI. 2. 5. - Critere de Von riises 



- a - Enonce : Critere de la contrainte tarigentielle octaedrique ou de l'energie 
de changement de forme. 
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On atteint la surface limite loraque la contrainte tangentielle 
octaedrique prend une valeur limite determinee dans l'essai de traction. 

- b - ' Formulation 

T oct = i [ tCT 1 - °2 J 2 + ( *2 * V ? + C *3 ""I' 2 ] * K M5J 

Le lieu geometrique de la surface limite est un cylindre a base circulaire de genera- 
trice parallele a la trissectrice. 

- c - Essai de traction 

d'ou le critere de Von Mises : 

Ca 1 - a 2 ) 2 + Ca 2 "Og) 2 + (o 3 -o^) 2 = 2a 2 (15) 



- d - Image du critere dans le plan CT 0 [° =0) (figure 7) 




- figure 7 - 



oct 



1 o 2 

9 20 E 



2 2 
8 °E 
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2 2 2 2 

On a cr 1 + ff 2 + [c^ - tr 2 ) = 2a^ 

soit I 2 2 ~7~ 2~ 
ff 1 + ff 2 " °E 



Le comportement du materiau est symetrique. 

L 'intersection de la surface limite par le plan principal est une ellipse. 

Cette ellipse est clrconscrite au polygone representent 1 'intersection par le 
plan principal de la surface limite du critere de Tresca-Coulomb (cf figure 6) 

- e - Consequence : Essai de torsion " 

°1 = ~ a 2 = \ 

Le critere s'ecrit T? 2 + ^ + = 3^ » 



soit £ E = 0,577a E 

au lieu de£" E = 0,5 c £ pour le critere 
de Tresca. 



d'oo x; = ^ 

/3 



VII. 2. 6. - Critere_de_Stassi 

-a - Enonce : On atteint la surface limite lorsque la contrainte tangentielle 
octaedrique prend une certaine valeur fonction de la contrainte normale octaedrique 

- b - Formulatioh 

2 

x . = a + b<J 
oct oct 



\ [(a 1 -a 2 ) 2 ♦ (a 2 -c/ ♦ ta g -a/] - a+b ^ 



t1B) 



II faut done determiner 2 constantes : on le fait a l'aide des essais de traction e 
de compression. 
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Calcul de a et h 



Traction 



-^2 2 
aoit ¥ <r E 



a ♦ b — 



Compression : 



-°k 



hi 



a - b 



— (a* * a ) 
3 E E 



b - - £ Ca' - o E ] 



2 2 2 2 

a = — o" - - Ca* - a' a ) 

3 E 9 E E E 



d'oQ le critere de Stassi 



Ca 1 -0 2 ) 2 + t° 2 ~ a 3 )2 + CCT 3"°1 )2 + 2 ( °'e ~ a E } ttT 1 + °2 + °3 5 ' 20 E 0 'e 



C19) 



C'est l'equation d'un paraboloide. 

Remarque : si =5'^, oa retrouve le critere de Von Mises. 

Le critere de Stassi oonvient pour les materiaux ductiles et les materiaux fragiles. 
- d - Image du critere dans le plan ( q g ~ ^ 

t0 1 "°2 )2 + °2 2 + °1 2 + 2 ta ' E "V ( W = 2 Ve 

2 2 

°1 +CT 2 ~°i a 2 + t0> E "°E 5 t<7 1 +a 2^ = °E°'e equation d'une ellipse [fig. 8) 



Les coordonnees du centre 



f* tcr 1 ] =0 
f to 2 ) = 0 



2a i " °2 +CT ' E - °e = 0 
2a 2 - ^ + a- E - &E =0 
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Figure 8 - 



soit les coordonnees du centre = ~ ( a 'g ~ a E^ 

|o 2 = - (o' E -o E ) 

Les axes de l'ellipse sont paralleles aux bissectrices ; ils sont en 
effet donnes par tg 2 a = 1, soita = ± ^ 

- e - Essai de torsion : 



'2 ' E 



E " E 



soit 



(20) 
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VI. 2. 7. - Courbes_et_surf aces_intrinsegges 

Les critgres de Tresea-Coulomb et de Von Mises reposent 
sur trois hypotheses : 

- le corps est isotrope 

- la pression hydrostatique est sans influence 

- il y a symetrie de l'effet par rapport au sens de la 
contrainte.; 

Ces deux criteres conviennent assez bien pour les materiaux ductiles. 
Mais en fait les hypo'thesesne sont pas rigoureusement correctes : 

- les solides cristallins sont anisotropes 

- la pression hydrostatique joue un role en particulier 
pour les valeurs elevees 

- il y a l'effet Bauschinger : le comportement a la 
compression est modifie par I'essai de traction (figure 9). 




Figure 9 



En 1880, MOHR tenait deja compte de la pression hydrostatique : il 
admet que la limite elastique est atteinte lorsqu!une certaine relation 
t >, f (o) est verif iee , la fonction f etant a determiner. 
Dans la plan (cj,t) des cercles de Mohr (figure 10), la fonction f 
represente une courbe particuliere qu'on nomme courbe limite ou intrin- 
seqiie. La limite elastique est atteinte lorsque le cercle exterieur de 
Mohr devient tantent a la courbe limite. Ainsi la courbe limite est 
l'enveloppe des cercles exterieurs des systemes de contrainte entrainant 
un debut de deformation plastique dans la section definie par le point 
de tangence avec la courbe limite. Sur la figure 10, differents ft'tats 
de contrainte sont representes : cercle C. correspond a une traction pure 
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-S3. - 18 - 



COUtoKP 




- Figure 10 - 



Cg a une compression pure et I un §tat tridimensionnel quelconque. 

Le critere de Tresca-Coulomb correspond a deux droites 

■1 

parall&les £ l'axe c a d'ordonnSes = ^ (cr^ ~ a 3) 

Mais si la tension hydrostatique intervient, la courbe limite t= f(a) 
prend en ggneral une allure parabolique dont le sommet S situS du cote" 
des tractions joue un role particulier. II correspond en effet au 
cas ou les trois contraintes principales sont §gales =a^ =a ^ ) > ® 
et represente la decohesion de la matiere. 



selon que le corps est fragile ou ductile. Dans le cas d'un corps 
fragile, la courbe intrinseque est tres ouverte (figure 11); la .. 
matiere resiste tres peu a la traction (cercle C^) mais resiste bien 
a la compression et en cisaillement ( le materiau n'est pas symetrique) . 
Les criteres de Rankine ou de Stassi traduisent asses bien ce schema. 
On peut remarquer que les cisaillements critiques ne sont plus les 
cisaillement principaux et s'enecartent d'autant plus que le corps 
est plus fragile. On constate ef fectivement dans le cas des corps 
fragiles que les lignes de glissement font avec l'axe de traction un 
angle superieur a 45° alors que cet angle est toujours egal a 45° pour 
les corps ductiles. 
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L'aspect de la courbe intrinseque est tres different 
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Pour les materiaux ductiles, la courbe intrinseque est tres fermee : 
la matiere resiste blen §. la decohesion mais mal au cisaillement . La 
resistance a la compression differe peu de celle a la traction (le 
materiau est symetrique). Les criteres de Tresca et Von Mises corres- 
pondent bien a ce cas. 

Remarque_l_: Les fluides qui ne presentent aucune resistance au glis- 
sement ont une courbe intrinseque pratiquement confondue avec l'axe a. 

Remarque_2_: Etat correspondant ; examinons le cas de deux materiaux 
ayant les memes courbes intrinseques mais decalees l'une par rapport 
a 1' autre (figure 12). 




- Figure 12 - 



L'un O^S est fragile, 1' autre O^S est ductile. Ajoutons aux contraintes 
subies par le materiau 1 une compression uniforme homogene egale a 
0^0 2 ; sa courbe intrinseque est deplacee vers la droite de 0^0 2 et le 
materiau 1 se trouve dans le meme etat que le materiau 2 ("etat cor- 
respondant") II est done devenu ductile. 

Ceci peut expliquer 1 'existence dans la croute terrestre a grande 
profondeur de mineraux fragiles dans des conditions normales. 

Remarque_3_ : Surface intrinseque 

Dans le cas des criteres de Tresca et Mises, la surface limite est 
un cylindre d'axe parallele a. la trissectrice representant la tension 
hydrostatique. Si l'on tient compte de cette tension, la surface limite 
prend 1' allure d'un paraboloide dont le sommet est situe du cote des 
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tensions hydrostatiques de traction. 

ConsidSrons un element de surface ds autour d'un point P du solide 
(figure 13). Appliquons au solide une solicitation . telle que la 




- Figure 13 - 

contrainte # fasse un angle a avec la normale n et faisons croitre 
cette contrainte jusqu'a ce que la limite elastique sur l'§l§ment ds 
soit atteinte : point M^. Si le milieu est isotrope, PMj ne dipend que 
de a : le lieu de pour toutes les contraintes faisant un angle a 
avec la normale h est un cercle centre sur la normale. 
Pour une autre valeur a' de 1' angle, on trouvera un autre cercle. 
L'enveloppe est une surface de revolution autour de Ji appelSe surface 
intrinseque. La courbe intrinseque est la meridienne de cette surface 
intrinseque car elle est tracee dans le plan (a,x). (figure 14). 




- Figure 14 - 
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Remarque_i(_: le critere de Stassi est le plus general puisqu'il peut 
representer a la fois le eomportement ductile ou fragile. 

Remarque_5_: 1 'utilisation des courbes intrinseques a ete developpee 
essentiellement par Laquot . 

VI. 2. 8. - D§termination_exp_erimentale_d^un_c 

De nombreux essais ont ete effectues pour determiner la 
validite des criteres de resistance. 

Le principe general de ce type d' essais est la comparaison de deux 
tests, par exemple la traction et la torsion. 

Considerons un tube soumis a un effort de traction et a un couple de 
torsion. 

Si le tube est mince, on peut considerer qu'on a un etat de contrainte 
plane c'est-a-dire que les tension et cisaillement paralleles a l'une 
des 3 directions sont nulles (axe x^ par exemple figure 15). 

0 
0 

0 0 0 




0 11 a 12 

0 12 a 22 



Dans le cas particulier de la torsion, 

/ax 0 
x 0 0 
x 0 0 0 



10 



- Figure 15 



Determinons les tensions principales 
Methode anal^t ique_ : 



a - X 

T 

0 



0 
0 
-X 



Soit (a-X) X 2 +Xt 2 



(a-X) X + t' 



soit X= 



. 2 , 2 
X -crX -t 
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soit x 
X 



2 + 4t: 2 



2 + x 2 



Soit a a = | +/ (-§) 2 + 



IT / ,5,2 ~ -2 



Construction de Mohr (figure 16) 




Figure 16 



22 
'12 



11 
J 12 



a/2 
0 



° J. / i a s 2 ! 2 , 

2* T ' 2" a 2 



= « - / ( t)2 + 



Appliquons les relations issues des eriteres de plasticite 
- Critere de Tresoa : (rel.VI.13) 



°1 ~°2 = a E 



a E : contrainte a partir de laquelle 
y a deformation plastique dans i 
.essai avec un etat de contijinte 
uniaxiale (traction) . 
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L 1 experience consiste S. appliquer simultanement une con- 
trainte de traction et un couple de torsion et a. determiner le domaine 
plastiejue ; pour ce faire, on applique une contrainte de traction 
constante et on exerce un couple de torsion croissant jusqu'au domaine 
plastique : on obtient alors la valeur de x et par voie de consequence 
le point de coordonnees (i,fl) que l'on peut porter sur le diagramme. 

On trouve ainsi sur ce diagramme 1' ensemble des points experimentaux 

correspondant a des essais faits sur des tubes d'acier doux, de 

cuivre et d' aluminium (ces points se situent dans l'aire hachuree et 

2 2 2 

se placent approximativement sur l'ellipse a + 3x - sauf dans 

le cas de I'acier doux) . 



VI. 3. - CALCUL DU COEFFICIENT DE SECURITE PAR LE CRITERE DE STASSI 

VI. 3.1. - Coef f icient_de_sf curitf _gt_contrainte_|guivalente 
statigues 

Le crit§res de Stassi s'Scrit ponr un §tat de contrainte li- 
mite ( 0 oct > T oct ) (relation VI. 19) • 

9t , 2 + 6(a' -a„)a = 2a T7 a' 

' oct E E oct E E 



avec 



\ T oct 2 = \ [ (< V a 2 )2 + (o 2 " a 3 )2 + ( °I 

a - — — =^ - 

oct 3 



-A 



Soit un etat de contrainte quelconque c.y a l'interieur de 
la surface limite. II faut multiplier toutes ses composantes par le 
coefficient de securite a pour atteindre la surface limite : 

9 « 2 T oct 2 + 6 < CT 'E - ff E )8 W = 2a E ff, E 



2o E a 'E 



6(a' E -a E ) a oct 
a 



9t 



oct 
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En resolvant cette equation en — et en prenant la valeur positive 
(chargement progressif sans passage au zero), on a : 

3(.a' -a„)<r. 



E "E' oct 



.+. 7 '$.(.&■' v-xT-v) . cr.o.at. . + 2a„a ' 9x, 



E E 



E 'E ■■' oct 



2a E ff *E 



soit 



CTgCr ' L E E oct 



a oct +2a E a 'E T oct' 



(23) 



Introduisons le rapport 



On obtient 



. ~ + 2 p t .2 
oct oct 



Si p'= 1, le materiau est symetrique et le critere deStassi est iden- 
tique au critere de Von Mises : on a alors : 



a. 2 a 



oct 



soit 



V2 



oct 



(24) 



La contrainte equivalente est par definition la contrainte de traction 
possedant le merne coefficient de securite soit : 



a x ot= cr_ 

equ E 



d ' ou 



r = 1 i 
equ 2 p 



(p-1) a oct + /(P-D 2 °~^ 2 + 2 P T 



'oct. 



oct 



(25) 



si p= 1 





2il x 


a = 
equ 


2 oct 



(26) 
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VI. 3. 2. - Cgef f icient_de_sf curite_d^namigue 

-a - Notion de fatigue ou d' endurance 

Lorsqu'un materiau est soumis S des sollicitation pe- 
riodiques (flexion rotative), on peut observer sa rupture pour des 
contraintes inferieures a la limite elastique. On dit que le materiau 
ee fatiguS" : pour une contrainte donnee, l'eprouvette ne supporte que 
n alternances. On peut tracer la courbe = f(n) ou f(log n) qu'on 
appelle diagramme de Wohler . 

Dans le cas des aciers, cette courbe | 1' allure indiquee par la fig. 18. 



cr 




yto 



«0' 



Figure 18 



On peut determiner une limite d' endurance ou de fatigue du materiau a 
en dessous de laquelle, on n' observe pas de rupture du materiau, 
quel que soit n. 
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- b - Sollicitations periodiques 

Supposons que chaque composante <T . . du tenseur des 

J, J 

contraintes ait une variation periodique (en phase) . 

On peut definir une composante statique de cette contrainte ou contr 

moyenne et une composante alternee (figure 19)- 

(To 




Figure 19 



c . . +a . . . 
ljmax ij mm 
a ■ . - — ■ x « 

ljm 2 



g ijmax J ijmin 

°ija 



(27) 



^ 



Remarques r- on admet generalement que 1' endurance d'une piece ne 
depend pas de la loi de variation dans l 1 intervene ( a m i n >° max ) 
- et que 1' influence de la frequence du cycle est 



neglige able . 

- c - Contrainte equivalente moyenne et alternee " 

Nous appellerons contrintes normales octoedriques , 
moyenne ou alternee : 



g llm + °22m * °33m 



octm 



octa 



a lla + CT 22a + CT 33a 



(28) 
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De meme, les contraintes tangentielles octaedriques , moyenne ou alter- 
nee sont : 



2 

T 

OCt 



,m = i [<%■' 22m> 2 + + 6 <*12m + •••>] 

= * [<'li a - 22a )2 + + 6 < 12a + • ■ ■ >] 



t .2 
oct ,a 



On peut alors d§finir 5 comme en statique, une contrainte equivalente 
moyenne et une contrainte equivalente alternee : 



a equ m " 2 p 



a 

equ a 



= I f ['P-^oct.X (p - 1)2 %ct!a 2 > T oct,a] 



(29) 



Remarque_: Nous appliquons les relations (29) 5 un ph§nom§ne de rupture 
par consequent pour p nous prendrons le rapport : 

. _ "re _ contrainte reelle de rupture compression 
°rt contrainte reelle de rupture en traction 



Comme l'essai de compression n'est pas toujours realisable jusqu'S. 
rupture, on peut utiliser la relation (VI. 20). 

/o a . 
rc rt 
3 

et determiner p a partir des essais de traction et de torsion 




- d - Critere de limite de fatigue 

La contrainte equivalente alternee correspondant a la 
limite de fatigue est fonction de la contrainte equivalente moyenne. 
La relation la mieux verifiee experimentalement (cf cours He annee 
Proprietes mecaniques des materiaux) est la relation parabolique )(fig.20). 
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0 a 2 

equ,a . / equ^m 
A K B 



) = 1 



ou A et B sont des constantes determinees lors des essais de flexion 
rotative (ou alternee) et de traction statique. 




Calcul de A et B : 





Essai 


de traction 


pour 


" a ll,m 


= 0 


4 


CT 22,m 


= 0 




a 33,m 


= CT 2t 



equ,m 33jni 



equ,a 



d'ou 



a 33,m =a 2t = B 
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J ll,a 
7 22,a 



31 - 

Essai de flexion rotative : la rupture se produit pour 
0 r _ 



0 



equ,m 



equ, a 



0 



33,a e 
Le critere s'ecjrft ainsi 









"equ, a + 


^ equ,nij2 
°rt 


= 1 


e 





soit 



(30) 



Remarque_ : La limite de fatigue varie en fonction de l'etat de surfa- 
ce et des dimensions de l'eprouvette. L' essai de reference donnant a 

^ e 

devra done etre mene sur une eprouvette ayant meme etat de surface 
et sensiblement de dimensions equivalentes . 



e - Coefficient de securite 



Le coefficient de securite dynamique |J est egal a (fig. 20) 



OM' 
0M 



Un etat de contrainte est defini par o et a 

r equ,m equ, a. 

Pour I'atnener a l'etat limite, on multiplie toutes ses composantes moyen- 

nes et alternees par B. Done a et a sont multipliers par B 

r equ, a equ,m c r " 

et on doit avoir : 



°equ,a + g2 , g equ,m .2 



J rt 



soit 



1 equ ,a 



^ equ,m ^ 



f r u e u rt 
la racine positive de cette equation est : 



1 



q equ,a + 1 / ( ff equ, a ) 2 , „ , q ec- - 2 



4 (, e q u ? m ) 



'rt 



- § - 
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CHAPITRE VII 



LES EQUATIONS GENERALES DE LA THEORIE DE L ' ELASTICITE 



VII .1 .- 8§PE§l_^analyse_yectorielle 



gradient d'un scalaire f (x, y, z) : c'est un vecteur dont les trois compo- 
santes sont donnees par : 

Jll 



- dive rgence d'un vecteur - L c'est un scalaire 



diV a = 



Sa 1 3a 2 
* 3xJ 



!!3 

3x. 



3a. 
- i 

3x. 



rotationnel d'un vecteur : c'est un vecteur 
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X £ = 1 ta 2 b 3 - a 3 b 2 ) + J (a.^ - a,^} + it (a 1 b 2 - a 2 ) 



a X b = 





" a 1 b 3 




-y 


t j 


K 








a 3 


b 1 b 2 


b 3 



operateur laplacien : on appelle operateur laplacien 



3x„ 



3x„ 



3x„ 



2 2 
if If 



3x„ 



3x„ 



3 2 f 



Si on 1'applique a une fonction scalaire : Af = j * 2 + 2 



3x„ 



si on 1' applique a un vecteur 



,2-* 2-* „2-^> 

3 *1 3x 2 3 *3 



soit Aa » 1 Aa 1 + J Aa 2 + k Aa 3 ? c'est un vecteur 
Vecteur_symboligue "del" on_nabla 

□n appelle ainsi un operateur vectoriel (operateur qui porte souvent le nom 
d'operateur hamiltonien ] designe par le symbole V 

3V 3 
ainsi pour un scalaire 
-*» 

produit scalaire V . a 



Vf = gr 



'"rid f 



diV a = 



3x„ 



3 x„ 



!!3 
3x„ 
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"3 = 



V a » rot a 



2 +2+ 
De meme Af = V f Va » V a 



2 

V = A est un operateur scalaire 



grad div a = rot. rot a" + Aa _ 

div tgrad f) - Af 

div (rot a) - 0 div CAa) - A (div a ) 

rot (gradf) » 0 A (grad f) = grad Af 

car AtgraS f) = grad div Cgria* f) - rot. rot grad f 
- grad" Af - D 

Pour resoudre les problemes d'Squilibre on dispose de deux methodes : dans 
la premiere on - tcherche a calculer les displacements d'oij 1'on deduit ensuite 
les contraintes (methode de LAME et CLAPEYRON) j dans la deuxieme on cherche 
a calculec directement les contraintes. 

VII. 2.- Egyatigns_d:eguilifare_CI1ethode_d . 

Determinons les equations d'equilibre des corps solides isotropes. 
On part de l'equation generals de 1 ' equilibre : . (equ . III. 18) 

^ij C 
\ x + Ffi = 0 Ivi =f > g i si le cnamp de forces de volume est 

" j ) 1 la pesanteur. 

Exprimons cette equation III. 18 en fonction du tensuer deformation: 

on a : » 

3 3 

1 1 u i u i 

6 ij = 2 Ce ij + e ij ] = 2 C "3lT + Ccf cha P itre IV relation (7)) 

et pour un corps isotrope on dispose des equations de LAME (equ. V. 38) 

a , =X6. e + 2ye. . 
ij ij kk ij 
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Portons 1' equation V.38 dans HI. 8. 



3a. , 
3x. 



« X 



3e , . 3e. . 

3x. P 3x. 



ij 3x 



3e, i 3e. . 
kk _ kk 

" " 3x. 



puisque j est indice timet 

En substituant e^j par la relation III C4) ; on obtient les equations 
d'equilibre sous la forme : 

3?u h 2 u. 3 2 u. \ 



k et j 



j "k 
3x.3x K 



3 2 u 



CD 



3x 



Ces equations aux derivees partielles s'ecrivent en notation vectorielle 



C X+p3 grad Cdiv u) + pAu + » 0 



£23 



Z. =• = Au et — = div u 

j 3x. "" 3x k ~ 



Remarque_1 ? si u derive d'un potentiel V cette expression C2) se simplifie 
en effet : 

JtV_ 
3x. 



et grad div (grad V) » grad tAV] et ACgrad V) = grad (AV5 



soit 



(X+ 2v) grad CAV3 + = 0 



(2'] 



Remarque _2_: On peut exprimer X et v en fonction de E et >J tvoir chapitre 
V : relation 45) . 
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On a alors 



(1+v) C1-2v} 



2C1+V) 



2(1+vH1-2v) 



L' equation (2) s'ecrit alors : 



Au 



1-2v 



grad div u + F - — » □ 



(2" 3 



Remarque_3_ : L' equation 12) peut aussi s'ecrire de facon r" '" r erente, en effet 
grad div u = rot. rot u +A u 



CX+y) rot. rot u + CX+ 2u) Au + F = 0 
ou CX+2vi] grad div U - y rot. rot. U + F = 0 



C2 »,j 
(2"V 



Le cas le plus important est celui ou la deformation est due non pas a des 
forces volumiques, mais a des forces appliquees a la surface du corps (Fi=0) 
Alors 1' equation (2) s'ecrit : 



CX+y) grad div u + p Au = 0 



ou en fonction de E et v C2"J 



[1-2v3 Au + grad div u = □ 



si u = grad 



grad (AVI » 0 



(4) 



(4") div grad V = AV 



(4') 



Les forces exterieures n'entrent dans la solution que par 1 ' intermediaire 
des conditions aux limites. 



Remarque : appliquons 1' operation div a 1 'equation 4": 
(1-2v) div [Au) + div grad div U = 0 
C1-2v] ACdiv u 3 + Adiv "u - 0 
soit : 



div grad » A 



A div u = 0 



(5) 



div u determine la variation de volume au cours de la deformation 
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_ 8u 3u Su 
car dlv u . _ ♦ __ + . 

e . ■ - — J Div u est une fonction harmonique 
11 dX^ / 

Appliquons l'operateur A a 4" j on obtient 



AAu = 0 (6) 

A l'equilibre. Is vecteur deformation satisfait a 1 'equation biharmonique 
Conditions aux limltes : Ccf . 5 . III. 2. 7] 

— — ■ L ' ■ Les equations d'equilibre doivent etre satisfaites 

Vie point considere du corps. Les contraintes varient a l'interieur du corps 
et lorsqu'on arrive a la peripherie, elles doivent etce en equilibre avec 
les forces exterieures agissant a la surface du corps. Les conditions d'equi- 
libre a la surface peuvent etre obtenues a partir de la relation III. 2.. 

X _i= a. . n . C7) n : vecteur unite dirige suivant la 
S 1 J j 

normale exterieure a la surface . 

X gi etant les composante par unite de surface de la force appliques sur la 

surface du corps au point consider^, 
b • 

La condition (7) doit etre v^rifiee sur toute la surface. 
Si done on a determine l'etat de contrainta dans un corps soumis a 1' action 
de forces donnees, il est necessaire de resoudre les equations d'equilibre 
et les solutions trouvees doivent satisfaire aux equations aux limites (7). 
Or les equations d/equilibre contiennent 6 composantes : elles ne sont done 
pas suffisantes pour donner les valeurs de celles-ci. 

Pour obtenir la solution, il faut tenir compte des deformations elastiques 
du corps . 



Cas_particulier_des deformations _p lanes 

L'une des composantes du vecteur deplacement est nulle (par ex u 3 = 0) 
et u 1 et u 2 ne dependent pas de z. Les composantes e^, et du tenseur 

deformation s'annulent done . , \ 
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ainsi que a 13 et a 23 (voir chap. Equation (38)) mais non tcontrainte 
longitudinals) dont 1' existence doit assurer la Constance de la longueur du 
corps suivant l'axe Xg. 

Puisqu' aucune quantite ne depend de z, les equations d'equilibre (en I'absence 

de forces exterieures volumiques) 

3a, . 
1 J - n 



3x. 

se reduisent aux deux equations : 

30 3d: 3o 3a 



3x^ 3x 2 " 3X,! 3x 2 

Les expressions . les plus generales des fonctions a^, o^ 2> satisfaisant 
a cas equations sont : 

2 2 2 

SIX 3 x 3 x mi 

o = — - A a = - — o a = ■ ■ [83 

11 3 X 2 "12 3x l3 x 2 °22 ^2 



X etant une fonction arbitraire de x et y 



X doit verifier une equation : en effet ^ , et s'expriment en 

realite en fonction des deux quantites u 1 et u 2 et ne sont done pas inde- 
pendantBS . 

On a en effet d'apres IV. 3B : a. . * a - 2 (X+p) (e.. + e_„) 



3u 

or : ♦ a 22 - A x soit c„ ♦ ^ - j~ 



3x„ 



* div u 



Puisque dw u d'apres la relation [5) est une fonction harmonique , on en deduit 
que la fonction x verifie 1 'equation 



AA X = 0 



(9) 



done elle est biharmonique . On appelle x fonction des contraintes Cou 
fonction d' ftlftV) 
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Le problems plan une fois resolu et la fonction x connue, la contralnte 
longitudinals est donnss par la formule suivante ( eq . IV. 38) 

(J33 =X (e^ + e 22 ) - v la^ * cr^) d'apres IV. 39 



33 



VAX 



(10) 



VII, ,3.- Mithode des conditions decompatibilite- Calcul_direct des_contraintes 

Pout qu'un solide reste continu lors d'une deformation, les defor- 
mations e. . doivent satisfaire a certaines conditions dites de compatibilite . 
Les six composantes de la deformation, ew un point quelconque, sont compls- 
tement determinees par les trois fonctions u^ , u^, u 3 qui represemtent les 
composantes du vecteur deplacement. Ce ne sont done pas des fonctions arbi- 

traires de jC, %, X mais des fonctions! qui dependent des relations qui decoulent 

A 2 5 
des equations III.1. 



2e. . = 



3u. 
1 

3x. 



3u. 

J 

3X. 



(11) 



qu'il faut integrer. 



Introduisons comme inconnues auxiliaires les a. . du tenseur rotation et les 

ij 

o)^ . etant supposes connus, on obtient les u^ en integrant les 3 equations aux 
differentielles totales : 



du. = -r — dx.= tin. . + e . .) dx . 
1 3Xj j ij ij J 



(11 ') 



d. . ■ (e. . - e. .) 
ij 2 ij ij 



1 pu ± 3u. \ 
V e i.i ■ 1 te,. ♦ e u ) 



e. . 



V(7) 



2 

3u. 
1 

3x. 



3u. 

e ij " 31T 



/3u i 3u. \ 
\4 + ¥ ^ I 
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II y a 3 x 3 conditions pour que ces Equations soient integrales. 
Par example : on a 

3u 1 

3^ = E 13 + u 13 = E 13 ' M 31 



d'ou du, = e.„ dx„ + Ce„_ * &>„_) dx_ + te._ + dx_ 
1 11 1 12 12 2 13 13 3 



"11 = ° *\ jV 

1 1 



.... ... 3x„3x 0 3x_ 3x. 

est Antisymetrxque 12 2 1 



Pour que ceci soit integrable il faut que 



3E 11 _ 3E 12 + ^12 
3x 2 " 3 Xl + 3 Xl 



3e 11 3e 13 3M 13 



3x 3 3 Xl 3 Xl 



3E 12 3a 12 3E 13 3M 13 
3x 3 + 3X 3 " 3X 2 + 3X 2 



Les neuf conditions s'ecrivent done sous la forme generale 



dm. . 3e . . 3aii, 3 £,• 

3x. 3x. 3x. 3x. 

k K j J 



On peut simplifier ces conditions en permottant circulairement les indices 
ijk. 

ijk -gJ- + IT 7 d% 



jki 



KiJ 



3 Ui . 
3X K 




^> = 




3< °jk 


+■ 






3x i 








3oj Ki 








3x. 
J 
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On ajoute membre a membre et en tenant compte du fait 



3o). . 3o) . , 3d), . 
ii + Jk + kl 



3x K 3x. 3 Xj 



- 0 (13) 



En combinant avec (12), il vient 



^ x k ^ *j ^ Xj i x k ^ X.. 



3al ik 3? -ii 3e ik 

soit = -^--5^ C14) qui remplace (12) 

3x. 3x R 3x. 

Lbs equations (14) fournissent, lorsqu'on connait les les neuf 

derivees partielles : 

3x. 



des coordonnees du tenseur rotation (dont trois seulement sont independantes 
u^j etant antisymetrique) . On obtient ces coordonnees en integrant trois 
equations aux dif ferentielles totales de la forme 



d "ik 

h 

II y a, a premiere vue, 3x3 = 9 conditions pour^cls dif ferentielles soient 
integrables, mais en fait elles se reduisent a 6. 
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Developpement par exemple d 

( 3e 11 3e 21 \ . / 3E 12 3E 2 2 \ h + [ 3t 13 3E 23 . , 

dU 12 " ^ " ^ ) dX 1 * [l^ " -5^) dX 2 + ^ " 

P 1 P 2 ' P 3 

J ■ 1 

K = 2 



Ceci est une diff erentielle totale exacte si on a par exemple la relation : 
3P 1 , 3P 3 



3x 3 3^ 
3 Sl 3 - 21 *\s 32e 23 



3X 2 3X 3 3X 1 3X 3 3X 2 3X 1 32 x 



que l'on peut ecrire : 



11 3 



3x 2 3x 3 3x 



1 3E 13 3E 12 3e 2 3 1 

1 L 3x 2 3x 3 3X 1 J 



3P. 

i 



on peut generaliser -r— 
3X j 



3P 
3x 



Les conditions de compatibilite se mettent sous la forme 




(16) 



On peut remarquer que 



3 2 e 



kk 



3 2 e 



kk 



3x.3x. 3x.3x. 
1 J J 1 



il y a done seulement 6 conditions 



de compatibilite. 

On obtient ainsi v)^ a l'aide de (15), puis les par la relation (11') 

La connaissance de ces conditions presente un grand interet dans 1' etude 
des solides glastiques. Les deformations etant liees physiquement aux 
contraintes existant dans les solides et aux variations de temperature, les 
conditions de compatibilite fourniront des conditions auxquelles doivent 
satisfaire ces contraintes et ces variations de temperature. 
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Nous pouvons exprimer (16) en fonction des contraintes. En l'absence 
de forces volumiques, le systeme d'equationscherche contient, en plus des trois 
equations : 



3a i 



A 



3x. 
3 



= o cm. 18) 



celles qui proviennent du fait que les six composantes de £^ ne sont pas 

independantes : 

2 2 2 2 

3 e. . 3 e. . 3 e . . 3 e.. 

+ 12 = ♦ i!L_ 

3x.3x. 3^2 3x K 3x. Sx^x. 

pour un K donne, on a deux equations car k / i et j (pour k = i ou j on 
a une identite) . 

Pour i 8t j donnes, faisons varier k : on a trois equations, compte-tenu des 
identites k = i ou j. 

Semmo«S : on obtient : 

A£ + !!lK!L_ . !_f*i_ ♦ fs*. t17 , 

ij Sx.Sx^ 3x k 3x i 3 \ 3x j 
Mais d'apres l'expression V.39, on peut 6crire e.j en fonction de o^j 



£ ij=N^-| °ij " F 6 ij °ee 
t 

L'equation (17) vient : en tenant compte des equations d'equilibre II. 5 

/ v - , 1 32q kk v . 3P 11 . V"Sfty 

( ~ K - e s ij %e Ik = - e 6 kj +{ T ) 

v 8 "ll J-^V\ 

E ki 3x k 3 Xj ^ £ / ixjk3x . 

°ii E " ' 3 ° k i 

car e.. = — ±i- K = , (voir chapitre V) 0 car - 0 (II. 5) 

ii 3K 3(1-2v) 3 x k 
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2 

1-2v 3 °kk 



3a 



3x.3x. 



3 2 ct 



soit (1 +v)Act. . -\)S..Act,. + 



kk 



ij "ij "11 3x i 8x j 



si i = j 



a 2 o 



(1+\>) Aa.^ -vAOjj + 



kk 



x 2 



O x i 



3ff„ 

_ _ - 2. R 11 

E °kj 3x k Sx i E ki 3x k 3x 



11 



1 ^^k - 

E 3x. 3x. 
l J 



Sommons par rapport a i : 



dx 2 



kk 



K OA j 



[1 + v)Aa.. -vAa,, + Act, , ■ 0 
li 11 kk 



soit finalemsnt oar dans ce cas £Ao. . = EAo, . = T, Ao.i, 

i ii k kk ? ee 



Ao n - 0 



est done une fonction harmonique 



(18) 



Ainsi les equations precedentes (17') se reduisent a 



3 2 o 



kk 



C1+v] Act. . + 

ij 3x ± 3Xj 



- 0 



[19) equation de Beltrami 



j ?§!J§r9y§_! : Ces equations restent en vigueur si le corps subit des forces 
) volumiques exterieures constantes dans tout le volume . 



Appliquons a (19) 1'operateur A. = 0 



Ce qui prouve que les o-jj sont des fonctions biharmoniques . Ces resultats 
decoulent de (5) et (6), etant donne la relation linealre entre ct^ et . 
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si au li9u de F^. - 0 on a lyl - C- 



,ts 




II. 5. 




a 




= □ 



car Ij. » C - 



done les Equations de Beltrami restent valables. 

Remargue_2 : Si on a determine les contraintes . et si on veut calculer les 
deplacements, on dSduit les deformations e. . des o. . par les relations IV. 39. 
Ensuite, par integration en suivant la methode indiquee en paragraphe VI. 3'.: 
(equation 15), on obtient les coordonnees u^j de la rotation et enfin les 
lk par la relation (11') 

Remargue_3 : A I'aide de la premiere methode, il n'y a pas de conditions de 
compatibility puisque les variables sont les deplacements. 
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ExerciceVI .1 .- Determiner la deformation d'une bar re prismatique de longueur 1 
placee verticalement dans le champ de pesanteur. 

L'axe est choisi comme indique sur la figure, et la 
base inferieure pour y\o,r\ , x 2 . 

Les equations d'equilibre s'ecrivent : 



Si 




3a 



3a„ 



1J 



3 *4 



3x. 

J 



3a„ 



3x. 



Pg 



F vi 



Les conditions auK limites s'ecrivent 



0 
0 
-Pg 



tous les o„ sauf doivent s'annuler sur la surface 
laterale de la barre et sur la base superieure (x^l) 
on doit avoir : a - = » Oi 



La solution des equations d'equilibre verifiant ces conditions aux limites 
est : 

°33 = ~ pg 11 " x 3 5 et lss autres a j.j = 0 



Les equations de compatibility (193 sont Sgalement satisfaites par cette 
solution : [Beltrami) 

C1+v) Ao, 



3 2 a 



33 



3 2 o 



33 



33 



3x„ 



3 X„ 



A0 33 ■ ° 



On determine les e. . en fonction des a., a l'aide des equations IV. 39 : 
ij ij 



"11 



c 22 - f g CI - x 3 l 



(1) 



(2) 



33 



- Pg (1 - x J 



E 13 = £ 23 = £ 12 = ° 



(3) 



En integrant ces equations, on determine les composantes du vecteur deformation: 



"33 3x„ 



soit u 3 = - £g ^1 x 3 - 3_ 



(4) 



/ 
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u° etant une fonotion de et x^, que nous dSterminerons . En portant la valeur 
de u 3 dans les equations CD et (3) : 

3u„\ 3u_ 3u.f 



"3 ""1 



3u 

soit : Ui Xg + ^ 



3u 2 3u 3 3u 3 . 

e 23 " 0 SO " 3^ + 3^ ■ ° SOit U 2 = ' 3^ X 3 + U 2 



u°^ et u° 2 etant des fonctions des deux variables x 1 et x^. 



En portant les valeurs (5) dans les equations (1) il vient 

3u 3 2 u 3 ° 3^° 

£ 11 = 3^7 = - 1-2 X 3 + 1x7 - E PS C1_X 3 J 
1 x /] 1 

3 2 u° 3 3u° 2 

£ 22 * " — T X 3 + 157- = t pg a " X 3 3 



(5) 



C6) 



Puisque u 0 ^ et u° 2 ne dependent pas de x^; les equations (6) ne seront satis- 
faites que si : 



3u °1 3 ^ v 0 Qlt 3V 3 . v 
— pftl so it — = — - 



3x 1 3X 2 E 3 3 X1 2 3x 2 2 



En portant (5) dans [3) : e^ 2 = 0 



3u 3u 3u 3u 3u 

+ — _ = 0 -2x — - + — + — = 0 

3x 2 3x 1 3 3x 3x 3x 2 3x - 



u 1 et u° ne dependent pas de x , on doit avoir 



3 2 u 3 ° 3u; 3U 2 ° 



3 x. 3x„ 3x„ 3x. 

12 2 1 



(6) 
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A partir des Equations [7) et (B), on peut obtenir les expressions generales 
de u° r u» 2 , u° 3 . 

Ces Equations sont satisfaites si on prend : 
u° 1 " a * 2 + b x 1 * a 1 

3u° 3u° 

u °2 = ' 3 X 1 + b ' X 2 + b 1 b ' =b car — — W Pgl 

u c ,.. 2 . .. 2 



2E CX 1 + X 2 3 + C X 1 + dX 2 + B 



a, s,y b^, c, d, e » constantes arbitraires. 
Ainsi C4) et (5) permetteot d'obtenir u^, u^, u g 



Ul - - Xl x 3 - cx 3 * ax 2 + b Xl ♦ ^ 



—S- x 2 x 3 - dx 3 - ax 1 + b'x 2 + b 1 (9] 
2 

x 



x„ + x„ | + c Xl +dx 2 +e 



On determine les 6 constantes arbitraires d'apres les conditions d'appui de 

la piece ou de fixation Con suppose que la face inferieure repose sur un plan) . 

= u 2 « u 3 ■ □ pour x^ = 0 

x 2 = 0 (point A) 
x 3 = 0 

□n n'a pas de rotation de la barre autour d'axes passant par A (fcentre gravite 
face inferieure) et paralleles a et x 2 : 

3u 3u 
__L = _£ = o 
3x 3 3x 3 

3u 

Pas de rotation autour de x : — - = 0 au point A 

3 3x^ 

En utilisant les equations (9)j les 6 conditions ci-dessus au point A deviennent 
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1*2 ■ 0 
1*3 * ° 



u 1 " 0 



3x 0 



= 0 



+ b 1 = 0 • u 3 = 0 + e » 0 



3u 3u 

c = o t-H- =0 "d - 0 ! -— = 0 



-a - 0 



mais 



3u i y 

e<|1 - - pg (l-x 3 ) 



Soij; finalement 



u = + x Q- x ) 

2 E 2 11 V 



- ir V b 



r t 



de pieme b ' = b 



U 3 " - IT 1X 3 + 



Pgx. 



^_ + (x 2 + 2 

2E 2E lX 1 X 2 ' 



£1 [ 
2E [ 



2 2 2 2 

(1 - x 3 r - 1 + Vtx^ + x 2 ) 



Lbs points situes sur l'axe des x^ n'ont qu'un dSplacement vertical 



x 1 = x 2 - 0 



u 1 » 0 u 2 = 0 



U 3 * 0 



Les autres points de la barre.en raison de la contraction laterals subissent 
non seulement un deplacement vertical mais aussi un deplacement horizontal. 
Les lignes qui avant deformation sont paralleles a l'axe x 3 deviennent inclinees 
par rapport a l'axe x^. Les sections transversales perpendiculaires a l'axe 
Xg deviennent apres deformation des surfaces de paraboloides: 

x 3 = c. Apres deformation : 



x = a + u = c ♦ -Ei c 2 - SJ5l£ + ^£1- 
X 3 3 2E E 2E 



, 2 2. 
Cx 1 + x 2 ) 
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CHAPITRE VIII 



METHODES EXPERIMENTALES D 1 ANALYSE DES CONTRAINTES 



On peut, a partir des Equations de la theorie de 1' elas- 
ticity, pour des solides de forme geometrique simple et soumis a 
des sollicitations simples, trouver une solution analytique du pro- 
fa leme permettant le calcul des contraintes et deformations. Mais, 
en pratique, les formes et les sollicitations sont si complexes 
qu'il est alors tres difficile voire impossible de trouver une solu- 
tion analytique rigoureuse. Dans ces conditions, on est d'abord 
amene a faire des hypotheses simplif icatrices dont la validite n'est 
pas toujours certaine et ensuite a tenir compte des approximations 
faites en multipliant les dimensions calculees par uri coefficient 
de securite empirique. 

Cette methode est couteuse (elle entraine un gaspillage de matiere) 
et de plus peut etre dangereuse car elle n'ameliore pas le taux de 
localisation des contraintes. 

La seule solution est la determination des contraintes en tous points 
et de la forme optimale de la piece permettant de reduire au mieux 
les maxima de contrainte. 

On peut arriver a ce resultat en ayant recours soit a des methodes 
de calcul numerique soit a des methodes experimentales telles que la 
mesure des deformations superf icielles par des extensometres ou des 
jauges extensometriques , la methode photoelasticimetrique ou encore 
la methode analytique. 

Les avantages des methodes experimentales sont multiples : 

- determination rapide des contraintes en tous points 

- obtention de la forme optimale de la piece 

- prise en compte des conditions de liaison (systemes hyperstatiques 
par exemple) 

- intereb pedagogique par la visualisation de la repartition des 
contraintes . 
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VIII. 1. - Extensometrie 



VIII. 1.1. - Principes generaux 

L' extensometrie correspond a la mesure directe des 
deformations : elle n'est possible que sur le contour du solide, 
ce qui limite ses possibilites . A partir des deformations,, on peut 
remonter aux contraintes (au moins dans la zone d' elasticity line- 
aire) . 

La determination experimentale de £e"^ peut se faire de deux ma- 
nieres : 

1 - par des mesures des deplacements u. : on en deduit alors 
e iJ ij 2 ^dx. ax.' 

On utilise les techniques des grilles ou des moires. 

2 - par des mesures des dilatations lineaires unitaires ^ z \\' z 22 
et e^) et des distorsions (2e 12 , 2e i3> 2e 23^ 

Les dilatations A1/1 Q se mesurent par des extensometres . 
II n'existe pas d'appareils courants permettant de mesurer les 
distorsions (d'oQ le nom donn§ a la mSthode). Mais on peut les 
determiner en mesurant les dilatations dans plusieurs directions 
autour d'un point (fig. 1). 




Figure 1 
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On a (of. § JUStuJUw A* ) 




C'est un systeme de 3 equations a 3 inconnues : e ^2' e 23' e 13 J 
e ll ,e 22 et Stant determinees directement. 

La resolution de ce syst§me permet de determiner indirectement les 
distorsions . 

Les extensometres doivent avoir une bonne sensibilite et etre aussi 

reduits que possible. En effet, dans le domaine elastique, les de- 

2 

formations sont toujours petites ; pour une tension de 20 kgf/mm , 

2 -3 

une eprouvette d'acier (E = 20.000 kgf/mm ) se deforme de 10 . 
Si on dispose d'un extensometre de longueur de mesure (oir.de basej 
de 2 mm, l'allongement total sera de 2p . Ainsi si l'on veut une 
precision du 1% , il faudra pouvoir mesurer le 2/100u . De plus, la 
base doit etre aussi rSduite que possible, si on veut mesurer avec 
precision, l'Stat de deformation en un point. 

VIII. 1.2. - Divers types d'extensometres 

1 - Extensometres mecaniques : solution la plus simple et la plus 
ancienne (fig. 2) 



\ 




Figure 2 
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La sensibilite de ce genre de dispositif est assez faible. On peut 
l'accroltre mecaniquement par 1 'utilisation de leviers amplifica- 
teurs ou optiquement en utilisant la methode de Poggendorff . 
Les extensometres mecaniques ne sont pratiquement plus utilisees 
dans 1' analyse des contraintes oar ils sont peu pratiques d'emploi 
et leur base est relativement importante. 



2 - Extensometres optiques : (fig. 3 ) 



V 



■tt. 



Figure 3 



Si on peut disposer d'une base de 2 cm (cas d'une traction pure), 
on utilise le dispositif dScrit sur la figure 3- Deux aiguilles fines 
A^ et Ag sont solidaires des extremitSs de la base de mesure. 
Si e est la dilatation uniforme, l'ecartement des aiguilles est 
egal I 41 = 1 e . 

Un objectif de microscope M permet de former l'image agrandie sur 
une plaque P, qui, developp§e, peut etre projetee avec un fort gros- 
sissement . 

3 - Extensometres pneumatiques : on utilise le principe de l'ampli- 
ficateur pneumatique Solex (fig. 4) 

Soient deux orifices E et S places en serie et alimentes par un cou- 
rant d'air comprime. On maintient en avant une pression P constante. 
La pression P entre les deux orifices depend uniquement du rapport 
des deux sections des orifices E et S. 
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Figure 4 

Si 1' orifice S debite dans 1' atmosphere et si P et p sont les 
pressions relatives (mesurees par rapport a la pression atmosphe- 
rique), on peut ecrire l'egalite des debits en appliquant le theo- 
reme de Torricelli (cf. cours meeanique:.~'des fluides): 



2(P-p) = 
P 



V 




etant le coefficient de debit de 1' orifice ( 



0,6) on a done 



E 2 (P-p) 



S 2 P 



soit 



p = P 



i+ s£ 

,2 



(2) 



E 



La variation de p avec la surface S est indiquee par la fig. 4. 

P 3P 

Si on se limite au domaine 2"<Cp<1{— > ou une bonn ^ linearite de 
1 ' appareil . 

En pratique, la variation de S est liee a 1 ' allonge ment de la base 
de mesure par un dispositif approprie. La sensibilite de ces dispo- 
sitifs est excellente (on peut atteindre une amplification de l'ordre 
de 200.000) et une longueur de base de l'ordre de 2 mm. 
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4 - Extensometres electriques 

On transforme la deformation a mesurer en une grandeur electrique. 
Cette methode presente beaucoup d'avantages : 

-la sensibilite peut etre considerable, 1 1 amplification etant facile 

- 1' absence complete d'inertie permet son utilisation meme pour des 
phenomenes rapides. 

On peut done utiliser les extensometres electriques pour etudier 
des sollicitations periodiques . 
La detection peut se faire par : 

- variation de capacity 

- variation de self ou de 1' induction mutuelle 

- variation de resistance. 

Les extensometres S variation de resistance tres faciles d'emploi 
sont de nos jours de plus en plus utilises. Nous allons les etudier 
plus en detail dans le paragraphe suivant. 

VIII. 1.3- - Jauges de contraintes 



Le principe de base est la variation de la resis- 
tance Slectrique d'un fil lorsqu'il est sounds a une contrainte. 
Le conducteur est forme par un fil metallique fin (de quelques l/100mm) 
bobing sous forme de quelques brins paralleles. Cet ensemble est colle 
directement sur la piece a etudier (fig. 5). La variation de resis- 
tance est due a la variation des dimensions du fil et aussi a la va- 
riation de la rSsistivitg avec la contrainte. Les jauges fonctionnent 
aussi bien en tension qu'en compression suivant l'axe du bobinage 
mais ont une sensibilite tres reduite par rapport aux efforts trans- 
versaux. 




Figure 5 
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Leur longueur active peut varier entre 24 et 2,5 mm. La resistance 
R est egale §. : 



R = P 



' 1 



AR _ Ap + Al _ 2 Ad 

R p p d 
0*0*0 o 



or 



— = C — (relation de Bridgman) 
po V„ 



C = constante = 1,13 pour le constantan (cuivre-nickel) 

AI = 2Ad + Al car y = *df. 1 
V 0 d O 16 
Done M = c (Al + 2Ad) + Al _ 2Ad 



X o d o 



X o d o 



Ad 



or v = 



Al 
1 



Ad 

d 



Al 



soit 



AR 



C ( 



l-2v) + 1 + 2vl Al 
J 2 o 



(3) 



AR 
R 



ke 



(3) 



avec k = 1,13(1-0,6) + 1 + 0,6 = 2,052 oi 2 pour le constantan 



k etant le coefficient de jauge ou facteur de jauge (k est voisin de 
Ce coefficient k est tres stable tant que A1/1 q ne depasse pas 0,5$. 
Les jauges sont sensibles aux variations de temperature. Toutefois, 
on peut y remedier en utilisant des fils a faible variation de resis- 
tivite avec la temperature. 
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On peut aussi utiliser une jauge de compensation thermique non 
soumise a 1' effort mais subissant les memes variations de tempera- 
ture. Les deux resistances sont branchees en opposition dans le 

pont de mesure. On peut ainsi obtenir des precisions absolues de 

-6 -3 
10 en AR/R 0 . Une jauge pouvant supporter au maximum 5-10 , on 

peut obtenir des precisions relatives meilleures que 1% . La mesure 

de la variation de resistance se fait par le montage en pont de 

Weathstone. Pour les mesures statiques (phenom§nes a variation lente), 

le pont est alimente en continu et la mesure se fait a l'aide d'un 

galvanometre . 

Pour les mesures dynamiques (phenomene a variation rapide), on 
peut soit alimenter le pont en continu et utiliser un amplif icateur 
3 courant continu couvrant la gamme de frequence Or frequence n§ces- 
saire f soit alimenter le pont par un courant porteur de frequence F 
et utiliser un amplificateur de bande passante P-f, P+f . 
Differents types de ponts peuvent etre utilises. II faut au minimum 
deux jauges : l'une est la jauge active, 1' autre J 2 est la jauge 
de compensation thermique. 
On mesure alors : 

(JS) - (|S) 

0 T 0 T 

J l J 2 
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Si la surface est libre ou soumise a une pression, la normale 
a. la surface est direction principale des contraintes . Les direc- 
tions principales des contraintes sont identiques aux directions 
principales des deformations. 



On a done 



[•«]■ 



e ll 


e 12 


0 




e 22 


0 


0 


0 





On connait en general = 0 ou = -p). II est suffisant 

pour connaitre l'etat de contrainte de mesurer E ^>^22 et £ 12 
et d'appliquer la loi de Hooke. 

Dans une direction a du plan x^ 2 (fig. 7), la dilatation lini 
aire est egale a (cf. relation VIII. 1).. 




2 .2 
e =e„„cos a +e__sin a + 2e.. -sina 
aa 11 22 12 



cosa 



e ll +E 22 



e ll~ e 22 



cos2a 



+ e 12 sin 2a 



De la mesure de e 11 3 E 2 2 et 
relation precedente. 



on tire done e ^ a 1 ' aide de la 
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Exemples : 

1/ Rosette a M5° : 1' angle a est egal a. 45°. On mesure e-^je 
et e 

act 

x algebriquement : 



et 



l<i act 



e ll +E 22 



tg2<p 



, 12 



^11 e 22 



(4) 
(5) 



cos 2^ etant du signe de -e 22 (cf. § IV. 2. 3. 4) 

soit 



tg 2S( 



'11 22 



(6) 



Les valeurs principales des deformations sont egales a : 



f' 



£ 11 +e 22 



+ (2e -e_-c 
ao 11 



e ll +e 22 + V2 



2 2 2 

11 22 aa aa 11 act 22 



e ll +£ 22 + \p2 



f V 



(£ aa -ll)" + < e aa " £ 11> 2 ( ?> 



* graphiquement (fig. 8 ) : 



e ll + z 22 
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On a relation (1) 



£ ll +£ 22 E ll~ £ 22 



e ll +e 22 e ll" e 22 



'BB 



12 2 
' 12 



oa 6g 



E ll x e 22 
E ll +E 22 " — + ~ 



d'ou 



2(e aa + £ BB > ~ E 11 



"22 



"12 



E gg E aa 



V5 



(8) 
(9) 



Elements principaux : 
tg 2f = - 



2(E BB - e a,> 



e ir 



2(E aS E BB ) - £ ll 



tg 2J? 



\f3 < 



£ gB E aa ) 



2e ll" £ <xa " E gg 



e 



3E ll +2(£ aa + E BB ^11 + 1 



(10) 



5e.,.,-2e -2 
11 aa 



1 HflB^ 



. , = 11 gg ~ ♦ ^ y (^r^/^^f £ gB>^ £ BB " £ aa>' 



x graphiquement (fig. 10) 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 




© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



11 ' ~ 2 Ce ll f e 22~> 
1 ~v 



'22 



\ °12 



1 -v 
E 



(e 22 +Ve ll ) 



E 33 = ° 



e 13 =e 23 = ° 



1+v 



'12 



'33 



7 (0 11*°22 ) 



Si les directions 1 et 2 sont les directions principal.es, on a 



(o 3 = 0) 




1 
E 



E 3 = - ;[°l +0 2] 



soit 



°1 


E 

" 1-v 2 


( e^ + veg) 


°2 


E 
1-v 2 


(e 2 +v£ 1 ) 


°3 


E 


(a t +a 2 ) 



(13) 



II suffit done de determiner e 1 et e 2 pour connaitre l'etat de 
contrainte et l'etat de deformation en P. 

Pour des directions quelconques de la surface, il suffit de 
connaitre e 11 >< ;: 22 et e 12 ^ u ' on mesure P ar la methode des rosettes. 
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VIII. 2 - PHOTOELASTICITE 



VIII. 2.1. - RAPPELS : BIREFRINGENCE - MILIEUX OPTIQUEMENT 



ANISOTROPES 



Un faisceau de lumiere naturelle peut etre consi- 
ders comme consistant en vibrations se produisant dans toutes les 
directions trans versales a la direction du rayon. II revient au 
meme de dire qu'un faisceau de lumiere naturelle transporte deux 
vibrations transversales rectangulaires incoherentes de meme inten- 
site. 

Un faisceau de lumiere polarisee est constitue 
par des vibrations transversales dans une direction privilegiee. 
Le plan contenant cette direction et le rayon lumineux s'appelle 
pl an de polarisation. 

Une lumiSre partieilement polarisee peut etre consideree comme 
transportant deux vibrations rectangulaires incoherentes d'inegale 
intensite (si 1'une de ces vibrations a une intensity nulle, elle 
est totalement polarisSe). On peut obtenir un faisceau de lumiere 
polarisee par reflexion sur une plaque de verre recouverte de pem- 
ture noire sur l'une de ses faces mais en fait on utilise rarement 
la reflexion pour polariser un pinceau lumineux. On fait appel au 
phenomene de birefringence qui apparait dans certains cristaux 
(le plus utilise est la calcite rhomboedrique CO-jCa : rhomboedres 
de spath d'Islande). Si on envoie un pinceau normal sur une lame de 
spath obtenue par clivage (fig. 11), on obtient une double refrac - 
tion : en effet a la sortie il y a deux faisceaux refractes, l'un 0 
est le faisceau ordinaire : c'est la prolongation du faisceau inci- 
dent, 1' autre E est le faisceau extraordinaire : il est devie par 
rapport au faisceau incident. Si la lame tourne suivant un axe perpen- 
diculaire a son plan, le faisceau 0 reste fixe alors que le faisceau 
E decrit un cylindre autour de 0. 
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Figure 11 

De plus ces deux faisceaux sont polarises a angle droit . Ce pheno- 
mene de birefringence est du au fait que la calcite est anisotrope 
du point de vue optique.En effet de par leur structure les cristaux 
sont anisotropes mais certains se comportent comme isotropes :du point 
de vue optique. 

Pour tout cristal, on peut d§finir l' ellipsoide des indices . 
A partir d'une origine quelconque, on porte l'indice sur une droite 
parallele a la direction de la vibration lumineuse : 1 ' indicatrice 
obtenue est un ellipsoide appele. ellipsolde des indices d' equation: 

2 2 2 

X^ X^ X 

n^2 + H^2 + n^2 = 1 

n^ 3 n 2 et n^ etant les indices principaux du cristal. Connaissant 
l'ellipsoide des indices, on peut determiner les directions et les 
vitesses normales des vibrations rectilignes qui correspondent aux 
deux ondes ^ . et^, , correspondant aux deux faisceaux refractes. 
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En effet dire qu'il y a double refraction reyient a dire qu'une 

onde plane ^2- tomb ant par all element aux faces P„ et P. d'une lame 
r o 1 d ■ ■ 

cristalline (fig. 11) se dedouble a I'interieur de la lame en deux 
ondes ^ et transportant , avec des vitesses normales differentes, 
deux vibrations rectangulaires privilegiees dirigees suivant Ox et 
Oy (M 1 N 1 et M 2 N 2 ) . Ox et Oy sont appelees les Tigri es rieutres de la 
lame et sont les axes de la section de l'ellipsoide des indices par 
un plan parallele a ^ et passant par le centre 0 de l'ellipsoide 
(fig. 12). 




Figure 12 

Les directions de propagation effective des deux ondes (M Q M^ et 
M Q N 2 ) peuvent etre determinees a partir de la surface d'onde (df. 
cours d'optique). Le rayon extraordinaire MoNg n'est pas normal a 
l'onde^-^ . Les vitesses de propagation des deux vibrations sont dif- 
ferentes j les indices qui leur correspondent n x et n y etant diffe- 
rents. n x et n y sont representes par les longueurs des demi-axes 
de 1' ellipse OA et OB (fig. 12) : 



c_ 

V. 



(14) 



x y 

C = vitesse de la lumiere dans le vide 

V x et Vy vitesse norma le des 2 ondes ^ et ^ 2 



V x = 



M o M l 

At 



V = 

y 



o d. 
At 
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La trayersee de la lame represente pour les deux rayons ordinaires 

et extraordinaires des ciiemins optiques n e et n e differents. II 

x y 

en risulte done une difference de marohe £> = (n -n )e entre les 

x y 

deux vibrations introduites par la traversee de la lame. 
Differentes formes de l'ellipsbide des indices : 

- pour certains cristaux e'est une sphere : ces cristaux sont alors 
isotropes du point de vue optique. II n'y a pas de birefringence. 
C'est le cas des cristaux cubiques ou des verres. 

- pour d'autres, l'ellipsoide des indices presente un axe de syme- 
trie (cristaux hexagonaux) : c'est le cas des cristaux dits uniaxes . 
L'ellipsoide est soit allongee soit aplatie dans la direction de 
l'axe de symetrie (fig. 13). 




Figure 13 

On voit que pour un faisceau parallele a l'axe de symetrie de l'el- 
lipsoide (plan d'onde est perpendiculaire) , le milieu n'a qu'un 
indice n Q appele indice ordinaire (les ondes ^ et sont alors 
confondues). Cet axe est appele axe optique du milieu anisotrope. 
n g est appele indice extraordinaire. 
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- dans le cas ou les 3 indices principaux sont differents (cristaux 
tetragonaux, jnonochimiques , orthorhombiques) , on peut montrer que 
l'ellipsolde a deux sections cycliques. Suivant la normale a. ces 
deux sections , le milieu n ' a qu'un indice (les ondes £ ^ et £ 2 sont 
confondues). Ces deux directions sont les axes optiques du cristal 
qu'on dit biaxe . 

Remarque : Un milieu optiquement isotrope peut etre r-endu anisotro- 
pe par des influences exterieures : par exemple les verres et les 
polymeres peuvent devenir birefringents quand ils sont soumis a un 
champ de contraintes, de meme les liquides soumis a un champ elec- 
trique ou '.magnet ique . 

Production de lumigre polarisee 

On peut done disposer de lumiere polarisee en utilisant l'un ou 
1' autre des faisceaux ordinaire et extraordinaire re-fractes par 
un cristal biref ringent . 

~ Nicol : on §limine l'un des faisceaux (ordinaire) en accolant 
deux moities de prismes de spath avec un ciment convenable (balsam 
de Canada). Le ciment a un indice de refraction tel que le faisceau 
ordinaire est totalement riflechi et le faisceau extraordinaire 
transmis. On realise ainsi un polariseur appel§ prisme de Nicol ou 
Nicol . 

- Certains cristaux birefringents (ex : tourmaline) sont inegale- 
ment transparents pour le rayon ordinaire et extraordinaire. Ce 
phenomene est connu sous le nom de dichroisme ■ Dans la tourmaline 
e'est le rayon ordinaire qui s'affaiblit le plus vite : pour une 
epaisseur qui l'eteint completement , on dispose a la sortie unique- 
ment du rayon extraordinaire polarise. Commercialement , on rea- 
lise avec de petits cristaux des lames minces vendues sous le nom 
de polaroides , qui sont moins parfaites que les nicols. 
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VIII. 2. 2. . PRINCIPE DE L 1 ANALYSE DES CONTRAINTES PAR PHOTOELASTICITE 



1 - Generalites 

La methode d' analyse des contraintes par photoelas- 
ticite consiste 5 examiner en lumiere polarisee un modele de la 
piece Sl Studier, le materiau constituant le modele etant transpa- 
rent et possedant certaines proprietes optiques speciales. Le mo- 
dele etant soumis a un systeme de charges similaires 5 celui de la 
piece a etudier, on peut determiner 1' amplitude et la direction des 
contraintes principales en tous ses points, ce qui permet d'en de- 
duire les contraintes qui prendront naissance dans l'organe lui- 
meme par application des lois de similitude. Si le modele est rea- 
list § une gchelle L et si les efforts appliques sont eux-memes 
reduits a l'echelle M, les contraintes dans la piece sont liees a 
celles du modele par la relation : 

a = a % (15) 

piece modele L 2 

Cette relation n'est valable que si les moments d'inertie (qui 
varient en L ) n ' interviennent pas. La mSthode photo§lastique s' ap- 
plique essentiellement aux problemes plans mais recemment des ef- 
forts ont ete tentes en vue d'etendre cette methode aux problemes 
tridimensionnels . 

2 - Birefringence par deformation 

Un solide transparent isotrope devient anisotrope 
s'il est soumis a des efforts exterieurs (Brewster 1816) . 
Considerons un cube de verre dont les aretes sont paralleles aux 
axes Ox, Oy , Oz (fig. 14) . Soumettons le a une compression suivant 
l'axe Ox ; il devient birefringent : il se transforme en cristal 
uniaxe dont l'axe optique coincide avec la direction de 1' effort. 
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Figure 14 

Ainsi un faisoeau de lumiere polarisee se propageant dans la direc- 
tion Oz est dedouble en un rayon ordinaire vibrant suivant Oy et 

se propageant avec l'indice n = n et un rayon extraordinaire vi- 
et ^ 

brant suivant Ox correspondant §. l'indice n = n . II s'agit ici 
des indices principaux, le plan d'onde Stant parallele a xOy et Ox 
etant l'axe optique (cf. § VIII. 2.1 fig. 12 et 13). 
Si le faisceau traverse une epaisseur e, les deux rayons ont a la 
sortie du verre une difference de marche : 

5 = (n e - n Q )e 

avec n - n SO cristal uniaxe positif pour une tension 
e o s 

n g - n Q <,0 " negatif pour une compression 

Neumann et Maxwell ont donne les lois qui regissent la birefrin- 
gence par deformation, Neumann les exprimant en fonction de la de- 
formation, Maxwell en fonction des contraintes. Les resultats coin- 
cident pour un solide elastique mais il n'est plus de meme dans le 
domaine non-elastique (il est probable que ce sont les deformations 
qui determinant la birefringence). 
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x D'apres Maxwell , 1 1 ellipsoide des indices a les mimes axes prin- 
cipaux que 1' ellipsolde de Lame (consequence du principe de Curie 
la symetrie de la cause se retrouve dans l'effet). Si un faisceau 
polarise est dirige suivant l'axe principal » on ODt i ent a la 
sortie deux faisceaux polarises suivant a. et c? 2 correspondant aux 
indices principaux n^ et n 2 et on a les relations : 



n 1 - n = C 1 a 1 + C^a^a^) 
n 2 - n = C 1 a 2 + C^a^ + a-j) 

n etant 1'indice du materiau au repos (isotrope) 



Soit 6 = (n e - n Q )e = (n 1 - n 2 )e = (C 1 - Cg) e(a a -a 2 ) 



(16) 



6 = Ce(a 1 -o 2 ) 



(17) 



C et C 2 etant des constantes photoelastiques absolues. 

C etant une constante photoelastique relative . 

C a pour dimensions l'inverse d'une contrainte. L'unitS C.G.S. 

Stant trop grande, on exprime suivant C en b rewster : 1 brewster = 
- 13 

10 ' unite C.G.S. Le brewster est la. constante photoelastique d'un 

matSriau dans lequel une contrainte uniaxiale (traction ou compres- 

2 2 
sion) de 1 daN/cm = 1 bar 0,01 kgf/mm produit un retard relatif 

o _Q 

de 1 A (10 cm) sur la lumiere traversant 1 mm d'epaisseur. 

La difference de marche est done proportionnelle I la difference 

des contraintes principales et § l'epaisseur traversed. 

D'une maniere generale, v ^ i <s ^ i : l'ellipsoide de Lame a 3 axes 

differents et il en est de mime pour l'ellipsoide des indices : le 

cristal artificiel est alors biaxe (cf. § VIII. 2.1). 

Si = 0 (problemes quasi plans), l'ellipsoide de Lame degenere 

en une ellipse d'axes CT 1 3°2 m ais l'ellipsoide des indices a toujours 

3 axes inegaux : le cristal est biaxe. 

Si o 2 =<jj = 0 (contrainte uniaxiale), l'ellipsoide de Lame se reduit 
a l'axe a^, celui des indices etant alors de revolution autour de a^: 
le cristal est alors uniaxe (cas de la fig. 14). 
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se D'apres Neumann , la difference de marche est egale a ; 

5 = Ke(£ 1 -e 2 ) . (18) 

K = constante photoelastique sans dimension. 
Dans le domaine elastique, K est egal a : 



K = 



_CE 
1 + v 



(19) 



En effetj d'apres la relation (17), on a d'apres la loi de Hooke. 

« = Cg(a 1 -o 2 ) = C£ (e 1 -e 2 ) = Ke(£ 1 

1 + v 

3 - Principe d'un polaroscope plan 

La figure 15 represente schematiquement un polaros- 
cope plan. Un faisceau de lumiere passe a travers un polariseur P 
puis a travers le modele transparent M et a travers un analyseur A 
pour aboutir sur un ecran E ou se forment les f ranges d ' interference . 



Figure 15 



P R 

Considerons comme modele M une plaque d' egale epaisseur constitute 
par un materiau transparent isotrope (tel que le verre, le celluloid, 
le plexiglass, la bakelite etc..) et soumise aux contraintes prin- 
cipales o^,a^ (fig. 16) 
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On dirige perpendiculaireinent a cette plaque le faisceau de lumiere 
polarisee rectilignement suivant OA provenant du polariseur P. 
On peut representer la variation d* amplitude de cette vibration trans- 
versale par la relation : 

s = a cos ut (20) 

<o = ijr- = 2ir = pulsation de la source monochromatique , N etant la 
frequence (T la periode) et a l'amplitude maximale = j OA ^ 
La vibration simple dans le plan OA peut etre decomposee en deux 
vibrations d' amplitudes 

OB = a cos a sur Ox x = a cosacosmt (21) 

OC = a sin a sur Oy y = a sinocosut 

Apres traversee du modele, ces deux rayons polarises presentent 

una difference de marche egale a (cf . relation 17) . 

6 = (n 1 - n 2 ) e = Ce (o 1 -o 2 ) 



ou une difference de phase 



.» _ 2ir« 2irCe , 



Dans ces conditions, les vibrations aprgs la travers§e de la plaque 
sont donnees par les relations : 

e / 2nn e \ 

x^ = a cosa cos u(t- — ) = a cosa cosu|u)t - J 

. e ) . / . 2"»»n2e 
y 1 = a sxn^cosct) (t - — = a sinolcos («/t - 



v 



x et Vy etant les vitesses normales des deux ondes dans la plaque: 



v x = - et v y = ~ 
n l y n 2 



Les relations (22) peuvent aussi s'ecrire : 

. x 1 = a cosa cos(ut' -^5) * 
y,.= a sina cos .t • &V6C *' = t ' ^ (22) 
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Cet ensemble constituant une lumiere elliptique que 3'anal seur ne 
peut Steindre . En effet, 1 ' analyaeur A ne transraet que Jes vibra- 
tions situees. dans son plan de polarisation, Supposons que celui-ci 
soit perpendiculaire a celui du polariseur (fig. 16) : on dit alors 
que polariseur et analyseur sont eroi ses ou que le modele est place 
entre nicols eroises. Si la matidre est parfaitement isotrope au 
repos, aucune lumiere ne traverse 1' analyseur A et l'ecran est som- 
bre. En presence du modele soumis a des efforts coplanaires, 1' ana- 
lyseur A recoit les vibrations OB* et 0C donnees par la relation (22) 
mais ne transmet que les composantes de ces vibrations dans son plan 
de polarisation e'est-a-dire : 

0B^ = joB 
— a, 



■Jo? 



sin a = x^ sin a = ^ sin .2o( cos (wf -y>) 
cos a = -y^ cosa = - ^ sin 2a cos oit ' 



La vibration resultante dans le plan de polarisation de 1' analyseur 
A est par cons§quent : 

sin 2a j^cos (uf - cos ait '^j - a sin 2a sin ^ sin(a)t'--) (23) 

Cette expression montre qu'on a une vibration harmonique simple de 
pulsation (D et d' amplitude : 

a sin 2a sin ^ (23) 

2 

L'intensite de la lumiere etant elle-meme proportionnelle au carre 
de l'amp]itude, on voj t done qu'il arrivera de la lumiere sur l'ecran 
si sin 2 a et sin ne sont pas nuls . 

a) I so c hromes 

2 7t Ce 

Si sin vp/2 = 0 c ' est-a-dire si -p - 2mr = — — ( -a^ ) 
n etant un nombre entier , il y aura obscurite : y est egal a 0 
lorsque les contraintes principales sont egales : les points corres- 
pondents apparaissent en noir ; ils sont appeles points isotropes. 
Les points pour lesquels n = 1, 2 ... forment des lignes sombres ou 
franges pour lesquelles la difference des contraintes principales est 
constante. Ces franges s'appellent des isochromes et n est l'ordre 
de la f range . 
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C'est aussi le lieu des points d'egal cisaillement maximal, D'une 
isochrome a sa voisine, la valeur de & -kj- -varie d'un nombre cons- 
tant . Pour en deduire les differences entre les contraintes princi- 
pales, il est done necessaire de connaitre l'ordre des franges et 
la difference de contraintes correspondant a la frange du ler ordre 
ou valeur de frange f definie par : 



Remarque s : 

1/ Si l'on opere en lumiere blanche, on obtient un systeme de 
franges colorees correspondant aux teintes de Newton. Pour chacune 
d'elles, se trouvent eteintes toutes les longueurs d'onde pour les- 
quelles la relation (24) est satisfaite. 

21 La valeur de frange peut etre d§terminee simplement par traction 
suivant Ox par exemple (o^ ~ °)j en effet, si on fait croitre 
progressivement , on obtiendra une image sombre de 1' ensemble de 
l'gprouvette (en effet la contrainte §tant uniforme, il n'y a pas 
de frange) toutes les fois que l'equation (2 1 )) sera verifiee et no- 
tamment au depart pouro^ = 0. De cette maniere, on peut determiner 
experimentalement pour un materiau donne la contrainte correspondant 
a l'intervalle entre 2 images sombres et consecutives de 1 ' eprouvette . 
3/. 'Dans le cas d'un champ de contraintes non uniforme, on aura un 
deplacement graduel des franges avec apparition de franges nouvelles 
lors de 1 ' application progressive de la charge. L'ordre des franges 
peut etre determine en observant leur mouvement et en les comptant. 
La figure 17 montre un trace de franges obtenu sur une eprouvette 
soumise a une flexion simple. Suffisamment loin des points d' appli- 
cation de la charge, les franges sont paralleles, ce qui signifie que 
la distribution des contraintes est la meme dans toutes les sections 
droites verticales. 





(24) 



Pour l'ordre n, on : cr. -cr_ = 



nf 



(24) 



e 
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En comptant le nombre de f ranges, on peut obtenir ia yaleur des 
contraintes. Lorsque la charge croit , de nouvelles f ranges appa- 
raissent a la partie superieure et inf erieure de la piece et se de- 
placent progressivement vers le plan neutre , les f ranges devenant 
de plus en plus serrees . La f range sombre au centre est evidemment 
immobile : c'est une frange d'ordre zero (n=0) . 

V Dans le cas des materiaux ductiles, les ruptures surviennent gene- 
ralement par cisaillement tandis que celles des materiaux fragiles 
sont au contraire provoquees par les contraintes de traction. Pour 
les materiaux ductiles , l'examen du reseau d ' isochromes indique imme- 
diatement la repartition des contraintes de cisaillement maximal. 
Les points appartenant aux lignes d'ordre plus eleve seront plus 
fatigues et c'est en ces points que la rupture s'amorcera. 
Dans le cas des mat§riaux peu ductiles, la connaissance des contrain- 
tes principales est necessaire : on verra ultgrieurement les methodes 
permettant de les determiner. 

b) Isoclines : 

On a vu que 1' intensity de la lumiere transmise est aussi proportion- 
nelle a sin2a (relation 23), a etant l'angle du plan de polarisation 
avec le plan de l'une des contraintes principales (Cl). 
Lorsque ces 2 plans coincident, sin2a est = 0 et on obtient une 
tache sombre sur l'ecran : dans ce cas, les directions des contraintes 
principales sont paralleles aux 2 directions des plans de polarisation 
du polariseur P et de l'analyseur A. 

Par consequent, en examinant un modele transparent et contraint en 
lumiere polarisee monochromatique , nous observons non seulement des 
franges sombres , correspondant aux isochromes, mais aussi des lignes 
sombres reliant les points pour lesquels l'une des directions princi- 
pales coincide avec le plan de polarisation : ces courbes qui j oignent 
les points ou les contraintes principales ont les mernes directions 
s'appellent des isoclines.. 
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Si l'on fait tourner simultanement leg 2 prismes de Nicol (polari- 
seur P et analyseur A), tout en les maintenant eroises et si l'on 
trace les lignes sombres sur 1' image de la plaque contrainte pour 
diverses orientations du plan de polarisation, on obtiendra le sys- 
teme d'isoclines. 

c) Isostatiques : 

On appelle isostatiques les courbes donnant en chaque point d'une 
piice les directions des contraintesprincipales (J^ et (T^ - Elles 
constituent done un reseau orthogonal que l'on designe souvent sous 
le nom de reseau p et de reseau q^ . II est facile de passer du sys- 
teme des isoclines observees sur l'ecran au systeme des isostatiques 
sur le raodele transparent contraint en observant qu'une rotation 
<Jes 2 prismes du polariscope est equivalent, en valeur relative, 
S une rotation en sens inverse du modele. On choisira done des axes 
de reference (directions horizontale et verticale par exemple) et 
l'on reportera les angles d ' inclinaison du polariscope en sens in- 
verse des aiguilles d'une montre S partir des isoclines. C'est ainsi 
que pour une inclinaison de 15° du polariscope, on obtient un rSseau 
d'isoclines dSnomme isoclines 15° et en tous les points de ce riseau 
les contraintes principales seront inclin^es de 15° par rapport § 
1' horizontale et 2 la verticale. La pratique du trace est indiquie 
dans 1' annexe III. 

4 - Polariscope circulaire 

Nous venons de voir que si une plaque contrainte est 
placee dans un polariscope plan, on observe 2 reseaux distincts de 
franges : les isochromes et les isoclines eoryespondant a la valeur 
de_- ..<* ehoisie. Or les franges des isoclines sont frequerament larges 
et tendent a masquer les isochromes. Pour cette raison on a cherche 

5 separer les isoclines des isochromes : ceci est realise dans le 
polariscope circulaire dont le principe est indique sur la figure 18. 
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Figure 18 
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Par rapport au polariscope plan, on place de part et d ' autre du 
modele transparent deux lames quart d'onde Q p et (ce sont des 

lames de mica ayant deux axes de polarisation et dont 1 ' epaisseur 

i 

est telle qu'elle introduit une difference de phase relative 

f -■ k/2 (6 = X/4) entre les deux vibrations pour la lumiere mono- 

chromatique utilisee). Si 1 ' angle entre le plan de polarisation de 



P et 1'un des axes de 
on 



est egal a 45° , a la sortie de la lame 



les composantes (cf. relations 22) 
x ' = — cos(o>t 



1.) 



smut 



y'- 



COSfc) t 



y*2 etant l'axe rapide de la lame quart d'onde. Un point se depla- 

gant avec de telles composantes se deplace sur un cercle : 

2 

,2^,2 a 

x> 2 + r 2 - - 

On dit que la lumiere est polarisee circulairement (dans le sens 
inverse des axes de polarisation de Q p ) . Soit g 1' angle entre x ' _ 



et la direction de (fig- 19) 
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Les expressions des composantes suiyant les axes Ox et Oy de la 
lumiers 
vantes 



lumiere provenant de jc ! 2 et ayant traverse le modele sont les sui- 



x .= — cos (u>t'<- — - \B ) y, = — sin at' 

■> 2 2 2 

= — cosB sin (ait' -*tf) 

2 

De m§me pour la lumiere provenant de y' 2 : 

x, = - — sing cos(&)t' -W) y, = — cosg cos ut' 
5 2 ' 5 2 

En ajoutant chacune de ces composantes suivant les axes Ox et Oy, 
on obtient les expressions des composantes de la lumiere a la sor- 
tie du modele : 



x, = — S in((ut* -y-P) = — sin (ait" -p) 
3 2 r 2 (26) 

y = — cos(a)t' -B ) = — cos ut" 



3 



2 



Les composantes peuvent etre consid§rees comme la superposition de 
deux mouvements circulaires. Appelons i|i la quantity ut" - ^/2, on a : 

x, = — sin(<|i - ^) = — (sin* cos ^- - cosijisin ^) 
J 2 2 2 2 2 

(27) 

y = 0— cos(>|> + =■) = — (cosi|i cos - sinijisin *£• ) 
3 2 2 2 2 2 

Les expressions (27) representent la superposition d'un mouvement 
circulaire de rayon a/ \j~2 cos f/2 dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre (cf. fig. 19) et d'un mouvement circulaire de rayon 
a/\[2 sin\p/2 dans le sens des aiguilles d'une montre. 

Considerons maintenant l'effet de la lame quart onde ! Q A et de l'ana- 
lyseur A dans le cas ou le plan de polarisation de A fait un angle 
de 1)5° avec l'axe y de Q A (fig. 19). 
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Nous pouvons , exprimer les composantes x suiyani le.: Ox, Oy 

des contraintes principales dans le sy-steirje d'axes x^, y |t de la 
lame quart d'onde (y^ est I'axe rapide). Pour an mouvement cir- 
culaire , un changement d'axes revient simplement a aj outer une cons- 
tante a 1' angle de phase $ . 

Le mouvement circulaire dans le sens inverse des aiguilles d 'une 
montre peut par consequent etre represents par des composantes de 
la forme : 

a v3 

x,, = b sin i|i ' yi. = b cos i)j ' b = — cos c - 

4 4 {2 2 

avec \J) ' = ujt" - + cte = at + cte 

2 

A la sortie de Q ft , on a : 

Xt ~ = b sin(^) ' - - ) y = b cos ' 

5 = _bu.H" 2 5 
i|) ' ayant de nouveau varie d'une constante. 

Les composantes du mouvement precedent le long de I'axe de l'ana- 
lyseur A sont done : 

- b cos ij)' cos M5° + b cos i|i ' cos 45° = 0 

Le mouvement dans le sens inverse des aiguilles d'une montre est 
done elimine. 

Pour la composante dans le sens des aiguilles d'une montre , on a : 

x ' i. = - b cost ' y'ii = - b sinf b = ~ sin ^ 

4 H {2 2 

La composante du mouvement suivant I'axe de l'analyseur est alors 

egale a : 

(2$) " b cos ^5° sinij)' - b cos 45° sin^ ' = -a sin fLsin^ ' 

L' amplitude a la sortie de l'analyseur est done proportionnelle a 

a sin (28) 
2 
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Si l'on compare ce resultat i. celuj, ohtenu pour le polariscope plan 
(relation 23), on constate que le facteur sin 2 «< a disparu et que 
par consequent le polariscope circulaire elimine les isoclines sans 
affecter les isochromes. 

Si f = 0, l'amplitude est nulle ; ainsi en l'absence de modele ou 
si celui-ci n'est pas contraint, l'ecran est obscur. On a done une 
representation sur fond noir. Si l'on fait tourner de 90° I'axe de 
l'analyseur par rapport S Q A> on obtiendra au contraire un fond clair 
et des f ranges lumineuses au lieu de f ranges sombres. Le meme effet 
est obtenu avec un polariscope plan dans le cas ou les plans de pola- 
risation du polariseur et de l'analyseur sont paralleles au lieu 
d'etre croises. 

Pour examiner les isoclines on pourra soit retirer les lames 1/4 
d'onde soit les faire tourner de 45° par rapport 5 leur position 
initiale de facon 5 placer leurs axes de polarisation parallelement 
aux axes du polariseur et de l'analyseur. 

Remagque : Les resultats de la figure 17 obtenus au polariscope cir- 
culaire ne presentent que les isochromes. 

5 - Mat§riaux pour photo§lasticim§trie 

Les materiaux utilises en photoelasticim§trie doivent 
remplir un certain nombre de conditions : ils doivent etre transpa- 
rents et isotropes en l'absence de contraintes appliquees (ils doi- 
vent done etre exempts de contraintes residuelles) et leur coefficient 
photoelastique doit etre aussi grand que possible. ou leur valeur de 
frange aussi faible que possible puisque cela correspond a une plus 
grande sensibilite et par consequent a une plus grande precision de 
mesure. De plus ils doivent pouvoir s'usiner et se polir facilement 
et doivent avoir un comportement elastique. 
Parmi les materiaux utilises, nous pouvons citer ; 

- verre : parfait du point de vue optique, bon comportement elastique, 
usinage difficile, faible C = 2 a 3 brewster ou f (valeur de frange 
en daN par mm , par frange et par mm d'epaisseur) f ^ 1 4 . 
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- celluloid ; C s 15 hrewster f s 5,3 

" bakeljtes : C = 40 a 50 brewster. tres utilisee 

- plexiglas : 'C = 5 brewster, f = 6 Bien que sa sensibilite soit 
assez faible, on l'utllise tres souvent. Ce materiau est tres stabl 

- matiere plastique CR39 (Columbia Resine) : f = 1,7 

- catalin : f = 0,8 

Remarque : 
1/ Procede photostress 

La technique photostress est un procede d' analyse 
des contraintes necessitant l'emploi de matieres plastiques spe- 
ciales dont on recouvre directement les pieces des machines a etu- 
dier sous forme de vernis liquide, melange avec un durcisseur, ou 
de plaque pref abriquees . Cette technique permet la determination 
des directions principales (isoclines) et de la difference des 
contraintes principales (isochromes) de la surface de la piece ren- 
due r6f lSchissante par une peinture m§tallis§e. 
2/ Pho toSlasti cite" tridimensionnelle 

On peut determiner les contraintes dans les maquette 
tridimensi onnelles par le procede connu sous le nom de "figeage des 
contraintes"; Ce proc#de, imagine par Oppel en 1935, consiste § por 
ter a une temperature determinee (voisine de 110° C pour 1'araldite, 
de 80-85°C pour le CR39 et le catalin 800) la maquette contrainte 
puis S la laisser refroidir lentement sous charge. On supprime en- 
suite le chargement et l'on observe que la maquette a acquis une bi 
refringence permanente qui est une fonction exacte du systeme de 
charge utilise. On decoupe alors la maquette en elements plans par 
leles, interessant plus particulierement les regions a etudier et o 
examine les elements comme on le ferait pour une maquette bidimen- 
sionnelle . 

3/ Determination des contraintes principales : cf. annexe III 
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VIII. 3- METHODES ANALOG IQUES 



Nous avons vu que la determination des contraintes 
principales directement sur la piece ou sur un modele n'etait pas 
toujours facile et qu'il est par consequent souvent intgressant de 
recourir 5 des methodes analogiques. 

La repartition des contraintes ou des deformations satisfait a des 
Equations dif f erentielles harmoniques ou biharmoniques (cf. Chap. 
VII ) . Par consequent tout phenomene physique regi par les memes 
Equations peut constituer une analogie. II s'agit done d'un procSde 
experimental permettant de resoudre les equations dif ferentielles . 
Nous verrons § propos de 1' etude de la torsion la methode de la 
membrane qui permet de determiner les solutions experimentales de 
1' etude de la torsion des barres de forme quelconque. 
METHODE PAR ANALOGIE ELECTRIQUE : 



VIII. 3.1. PRINCIPE DE LA METHODE 



La th#orie de 1 1 §lasticit§ montre que l'iquation 
differentielle 3 laquelle satisfait la somme des contraintes prin- 
cipales et o 2 dans un domaine a deux dimensions est la suivante 
(cf. relation VII. 18) 

2 2 

A (.0 +o ) =0 (2_ + (c +a ) = 0 (29) 

d 3x 8y 1 <L 

La fonction (a^ +a 2 ) est done une fonction harmonique plane qui 
presente une analogie rigoureuse avec la fonction potentiel regissant 
l'ecoulement electrique dans un corps a 2 dimensions, limite par une 
surface continue S, de resistivite homogene et isotrope p, sous 
l'effet de sources electriques a potent iels et debit invariables. 
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En fait, ce corps a 2 dimensions peut Stre constitue pr&tiquement 
par une lame mince a faces paralleles du genre papier teledeltos , 
Dans de telles conditions, il s'etablit dans le corps un regime 
permanent de courants. Soients i^ et i les composantes de la den- 
site de courant (c 'est-a-dire de l'intensite par unite de surface) 
et 6 (x,y) le potentiel eleetrique en un point quelconque de cette 
lame mince. 

L'§quation de continuity donne : div-i = 0 

— ^ + — 2. = o 
ax ay 

ceci dScoulant du fait que les potentiels et debits sont invaria- 
bles . 

Appliquons la loi d'Ohm : 

ix = M I iy = M i 

ax p ay p 

avec R = p— = pi si on considSre une section unit§. 
S 

On peut done ecrire : 

1 ( af* + af^j = 0 8Qit h6 = 0 (3Q) 
p ax 2 ay 2 

La forme du potentiel est done bien une fonction harmonique, abso- 
lument analogue a celle qui represente la somme des contraintes prin- 
cipales dans un modele plan. 

Dans un essai photoelastique , execute au prealable sur un modele, 
generalement a echelle reduite, on obtient le reseau complet d'isos- 
tatiques permettant de connaitre la difference des contraintes prin- 
cipales -a^ en tous points du modele. 

On peut en deduire egalement les valeurs de la somme des contrain- 
tes principales sur la bordure du modele, tout au moins dans les 
regions correspondant a un contour libre puisque, dans ces zones, 
l'une des contraintes principales etant nulle, la somme des con- 
traintes principales est egale a leur difference. 
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Pratiquement, on passera de 1'echelle des contraintes a 1'echelle 
des potentiels, et reciproquement ; en adQptant une valeur de l'or- 
dre de 1 volt par f range obtenue dans 1'essai photoelastique . 
Dans le cas d'une region ou se trouve une force concentree le nom- 
bre de franges est eleve et ne peut en general etre determine avec 
precision. Par voie de consequence, lea voltages correspondants 
sont importants et il serait peu indique d'effectuer ri^s essais 
analogiques avec un gradient de potentiel eleve. On peut tourner 
la difficulty en observant que les isochromes, situees autour du 
point de chargement , sont constitutes par des courbes de forme 
elliptique. Lorsque ces courbes ne s'ecartent pas trop d'un cerele, 
on peut en deduire que la distribution des contraintes est sensible- 
ment une distribution radiale simple, ce qui signifie que tout ele- 
ment situS h la distance r du point d ' application de la force est 
soumis a un systeme de contraintes que 1 ' on peut assimiler a une 
compression simple. Dans ces conditions, les lignes isochromes en 
question sont trSs voisines des lignes isopaohiques (lignes d'Sgale 
somme +o 2 ) et l'on peut remplacer les sources de potentiel 5 
gradient §lev§, au voisinage de la bordure chargSe, par un syst§me 
equivalent que l'on obtiendra en portant la lisiere de l'isochrome 
d'ordre n a un potentiel constant de n volts. 

VIII. 3. 2. SIGNE DES CONTRAINTES 



II faut remarquer que le reseau d' isochromes obtenu 
sur une piece ne fait aucune distinction entre les valeurs positives 
et les valeurs negatives de la difference des contraintes princi- 
pales. Or, il est necessaire de connaitre la difference des contrain- 
tes principales en valeur et en signe si l'on desire obtenir les 
valeurs separees des contraintes. Dans certains cas de chargement 
simple, il est possible d'en deduire facilement le signe des con- 
traintes . 
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Lorsque le chargement est complexe, on peut connaitre le signe 
d'une isochrome en axersant une pression localisee a une extremite 
aboutissant 3. un Bord libre. En un tel point, nous designerons 
par o-^ et a-^ les contraintes principales appartenant respeetivement 
au reseau d'isostatique p et au reseau d ' isostatique q. S'agissant 
d'un bord libre (conditions aux limites), l'une des contraintes est 
nulle, par exemple a^, et l'on a : 

°2 ~*1 = CT 2 +a l =0 '2 

En exer?ant une pression S 1' extremite de 1* isochrome en cause, on 
va creer une contrainte negative et en ce point 1' isochrome 
a 2 -<jj va se deplacer. 

II est facile de verifier que, si 1' isochrome initiale -a^ =o 2 
est positive, le deplacement se fera dans le sens d'une augmentation 
du chargement, sens que l'on a pu observer au cours des essais. Au 
contraire, le d§pla<ement sera inverse si 1' isochrome initiale est 
negative. La connaissance du signe des isochromes est notamment 
indispensable pour fixer correctement les potentiels sur le bord 
d'une maquette repr§sentant une eprouvette de traction comportant 
un trou. 
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